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Einleitung

In einem furiosen Auftakt Ende der Sechziger, Anfang der Siebziger hat der Jubilar innerhalb
von fiinf Berufsjahren gut ein Dutzend Arbeiten zur Genauigkeit eines Punktes im mehrdi-
mensionalen euklidischen Raum vorgelegt. Mit der Punktbestimmung sowie ihrer Genauigkeit,
in Polygonziigen und mittels Einschneiden, hat er sich von Anfang an zentralen Aufgaben
der Geodésie und des Vermessungswesens gewidmet. Wenn wir nun Jahrzehnte spéater auf
anderer Stufe, abgeklarter und aus verschiedenen Blickwinkeln die Frage Quo vadis geodesia...?
stellen, so ist es gewifl nicht abwegig zu fragen, wohin sich unsere, meist aufgabenbezogenen
Vorstellungen von Genauigkeit, Zuverlassigkeit und Qualitat entwickelt haben und wahrschein-
lich entwickeln werden, und ob im speziellen das Punktfehlerkonzept, seinerzeit vom Jubilar
verallgemeinernd behandelt, auch weiterhin eine tragfahige Grundlage sein kann oder ob wir, im
Zeitalter der Massendatenverarbeitung mit noch ganz anderen Anforderungen als in der reinen
Geometrie konfrontiert, auch ganz andere Qualitédtsmodelle - so der aktuell gebrauchte terminus
- brauchen, und ob der ”‘gute, alte”” Punktfehler pass ist. Das sicher nicht an Punkten, die
als geometrische Abstraktion geoddtischen Wert an sich haben, wie Netzpunkte, Palpunkte,
Grenzpunkte. An Punkten von kontinuierlichen Objekten wie Linien- und Fliachenobjekten mit
ausgeprigter Semantik, abgelegt etwa in objektstrukturierten Datenspeichern, diirfte dagegen
das Punktfehlerkonzept allein nicht ausreichen.
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Die Genauigkeit eines Punktes im mehrdimensionalen Euklidis-
chen Raum

heifit die Habilitationsschrift von E. GRAFAREND (1969; Druck DGK 1970). Die bis dahin in
Teilen, vor allem in ZfV und AVN veroffentlichten Arbeitsergebnisse wurden in dieser Schrift in
einem dualen geometrisch-stochastischen Konzept mit Analogien zur Mechanik und Thermody-
namik dargestellt.

Bereits die frithen Abhandlungen GRAFARENDS zeichnen sich - in der Tradition von H. WOLF
stehend - durch griindliche Recherchen der Vorgéinger-Arbeiten aus; man erfihrt Wissenschafts-
geschichtliches aus der Geodéasie, Geometrie, Statistik und Physik. Darin ist GRAFAREND von
uniibertroffener Akribie, und daher kénnen wir im Literaturverzeichnis auf eine Bibliographie
der &lteren Arbeiten, wie z. B. die in Tabelle 1 genannten, verzichten. Ferner sind GRAFARENDS
Abhandlungen verallgemeinernd, manche universell, die benutzten Werkzeuge wirksam, die No-
tation rationell, die Darstellung haufig kompakt. Letzterem nachempfunden sollen Schema 1
und Tabelle 1 kurz und biindig an die einschlagigen Arbeiten des Jubilars zum (mittleren) Punk-
tlagefehler, kurz auch Punktfehler genannt, erinnern.
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GRAFAREND untersuchte die tensoriellen Eigenschaften des Schemas der zweiten Momente der
Koordinatenfehler. Die Invarianten gegentiiber Koordinatentransformationen stehen implizit als
Koeffizienten in der charakteristischen Gleichung der Kovarianzmatrix C der Koordinatenfehler,
sind also mit den Eigenwerten von C verkniipft (Schema 1). In den Eigenschaften der Losungen
der quadratischen bzw. der kubischen Gleichung im IR? bzw. im IR?® kommt die Dualitéit
von Invarianten und Eigenwerten ideal-symmetrisch zur Anschauung. Die Eigenwerte der Ko-
varianzmatrix C' bestimmen die Halbachsen der Konfidenzellipsen bzw. -ellipsoide, die Invari-
anten des Tensors C' die moglichen (skalaren) Punktfehler 1t. Tabelle 1 mit unterschiedlichen
Uberdeckungswahrscheinlichkeiten (Osterr. ZfV 1970). Die Punktfehler kénnen neben der
Genauigkeitsbeurteilung auch als Zielfunktionen der linearen Optimierung von Meflanordnungen
(ZfV 1968, 1971) und der linearen Pradiktion dienen (AVN 1970). Ihre Unterschiede werden
speziell im Sonderfall vollstandig unkorrelierter Koordinatenfehler von gleicher Varianz o2 deut-
lich (Tabelle 1); z. B. sind im 2D-Fall die Punktfehler nach MOHLE und WERKMEISTER gleich
grof3 und entsprechen dem wahrscheinlichsten Wert der rayleigh-verteilten Zufallsgréfie ” ‘ebener
Abstand vom Ursprung”’ (vgl. auch Bull. Godsique 1970). Der um den Faktor /2 abweichende
Punktfehler nach HELMERT la3t sich ebenfalls wahrscheinlichkeitstheoretisch erklaren. Sei r der
ebene und R der rdumliche Abstand vom Ursprung, dann sind ihre Quadrate unter den o. a.
Voraussetzungen chiquadratverteilt mit zwei bzw. drei Freiheitsgraden und die Erwartungswerte

E{r?} = 20°, BE{R*} = 305°.

Mithin ist der HELMERTsche Punktfehler auch ein mittlerer, was gelegentlich kontrar diskutiert
wurde.

Die fiir den Geodaten wohl wichtigste Folgerung aus dem tensoriellen Transformationsverhalten
des Schemas der Koordinatenfehler besteht darin, daf$ der Fehlertensor geometrisch als Ellipsoid
interpretiert werden kann und daff mit den Mohrschen Kreisen eine Mdglichkeit gegeben ist,
auf einfachem Wege Fehler in beliebigen Richtungen im rdumlichen oder ebenen Fehlerzustand
zu bestimmen (GRAFAREND in ZfV 1967, S. 165; vgl. auch AVN 1969).

Genauigkeit, Unbestimmtheit, Information

Messungen sind nicht fehlerfrei, Meflwerte mehr oder weniger genau bzw. ungenau, vor dem
Meflexperiment unbestimmt; selbst nach dem Experiment ist die gewonnene Information als be-
seitigte Unbestimmtheit nicht vollkommen. Fafit man wie iiblich die Meffehler als Realisierungen
einer ZufallsgroBle mit zugehoriger Wahrscheinlichkeitsverteilung auf, so kann man die Unsicher-
heit nicht nur durch gewisse Momente, sondern auch vermége der Entropie dieser Verteilung
charakterisieren. Mit dem Aufkommen neuartiger, vor allem elektronischer Mefiverfahren in der
Geodasie, dem Durchgang der Daten durch verschiedenartige Kanéle von der rohen Erfassung
bis zur detaillierten Auswertung, schien der Zeitpunkt gekommen zu sein, die Fehlerrechnung in-
formationstheoretisch zu erweitern. Die Arbeiten GRAFARENDSs enthalten auch dazu Fingerzeige
(DGK 1970, ZfV 1971). Allerdings haben sich informationstheoretische Ansétze, abgesehen von
ganz wenigen Spezialanwendungen des Maximum-Entropie-Prinzips (vgl. z. B. LEHMANN 1994),
in der Fehlertheorie nicht einbiirgern konnen bzw. haben sich als wenig hilfreich erwiesen. Die
Griinde dafiir sind offensichtlich.

Die Entropie der univariaten Normalverteilung ist dem Logarithmus der Varianz proportional.
In der Entropie der multivariaten Normalverteilung sind alle zweiten Momente des zufalligen
Vektors enthalten, und zwar als Logarithmus einer Momenten-Kombination, die gerade det C,
d. h. dem Punktfehlerquadrat nach WERKMEISTER bzw. der verallgemeinerten Varianz nach
WILKS entspricht. Die Genauigkeitsmafie der Punktbestimmung haben gewohntermafien eine
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vergleichbare Mafleinheit wie die geschétzten Parameter. Es besteht kein hinlédnglicher Grund,
auf eine logarithmische Skala und eine andersgeartete Mafeinheit, die Basis des Logarithmus,
zu wechseln. Ferner hat man, je nach Mef3- und Registrierverfahren, insbesondere in der Bear-
beitung hybrider Daten, sowohl mit diskreten als auch mit stetigen Verteilungen zu tun. Die
Entropie einer diskreten Verteilung ist nicht negativ, jene einer stetigen Verteilung kann auch
negative Werte annehmen. Schon daraus wird klar, daf3 beide Entropien nicht als Groflien der
gleichen Art betrachtet und nicht miteinander verglichen werden kénnen.

Konstruktiver scheint der Begriff der relativen Information, die in einem zufélligen Objekt
(zufdllige Grofle, zufilliger Vektor, zufillige Funktion, zufélliges Feld) tiber ein anderes
zufilliges Objekt gleicher Art enthalten ist, zu sein; interessieren uns doch Informationen, die
in einer gemessenen Grofie iiber die zu messende, in einem ausgeglichenen Datensatz tiber
den rohen, in einem gefilterten Signal iiber das ungefilterte..., enthalten ist. Doch auch in
einem solchen, unseren Aufgabenstellungen durchaus angepafiten Relativkonzept, st6fit man
schon rein rechnerisch an Grenzen: es werden die gemeinsamen Verteilungen der statistisch
verwandten Objekte gebraucht. Der Verfasser hat sich selbst an praxis-relevanten Beispielen
versucht (MEIER 1990, 1991). Die Ergebnisse sind erniichternd: die relative oder wechselseitige
Information enthélt als kritische Groflen Kreuzkorrelationskoeflizienten bei zufalligen Grofien,
Vektoren und Punktfeldern oder Kreuzkorrelationsfunktionen, ggf. auch Kreuzspektren bei
zufélligen Prozessen - Kenngroflen also, mit denen wir routineméflig umgehen, so dafi sich die
Transformation auf logarithmische Skalen ertibrigt.

Qualitat von Geoinformationen

Geoinformationen werden in Bildern, speziell in signaturierten Bildern (Karten) analog
prasentiert und/oder digital in vorzugsweise objektstrukturierten Datenspeichern (in Geo-
informationssystemen; GIS) abgelegt. Den grofiten Anteil an den Datenbestdnden haben die Lin-
ienobjekte, einschliefilich der Grenzen (Konturen) von Fléchenobjekten. Beherrscht man daher
die Qualitdt von Linien, -netzen, -scharen, reliefbezogenen Kurven und Kanten usf., so ist schon
viel, wenn auch noch nicht alles getan. Linien- und Fliachenobjekte haben - generalisierend gesagt
- geometrische, topologische und semantische Eigenschaften. Diese bestimmen, oft in ihren wech-
selseitigen Beziehungen, die (nicht notwendig statistische) relative Geoinformation, welche in den
Objektmodellen iiber die natiirlichen enthalten ist. Insofern ist die Qualitdtsbeurteilung von
Geodaten, GIS-Objekten und Folgeprodukten aller Art ein ganzheitliches Problem mit vielen
Facetten. Als unbedingt erforderliche Qualitdtsmerkmale von Geodaten werden beispielsweise
von CASPARY (1993) Aussagen iiber die Herkunft der Daten, ihre logische Konsistenz, Position-
sgenauigkeit, Vollstindigkeit, Attributgenauigkeit und Aktualitdt angesehen.

Genauigkeitsbetrachtungen fiir topographische Karten (TK) haben eine lange Tradition; man
denke beispielsweise an die KopPPEsche Formel zur Beurteilung der Hohengenauigkeit von
Schichtenplanen oder an die der Qualitatssicherung von TK dienenden Musterblatter. Fiir die
unterschiedlich strukturierten GIS-Objekte, ihrer Basisdaten und der Folgeprodukte, bemiiht
man sich seit etwa einem Jahrzehnt, allgemein anerkannte, mit DIN- und ISO-Normen konsis-
tente Richtlinien auszuarbeiten. Die aktuellen, interdisziplindr zwischen Geodasie, Photogram-
metrie, Bildverarbeitung und Geoinformatik organisierten Forschungsarbeiten konzentrieren sich
auf die 0. a. Qualitdtsmerkmale ebenso wie auf ihre Kombination in Qualitdtsmodellen. Sie re-
ichen von der Modellierung, der Geometrie und der Fehlerfortpflanzung (STANEK 1994, KRAUS
und KRAGER 1994, BETHGE 1997) iiber die Kombination hybrider Daten (ILLERT 1995), ihre
Konsistenz /Integritdt (PLUMER 1996, PLUMER und GROGER 1997), die Visualisierung von
Qualitatskenngroffen (KRAUS und HAUSTEINER 1993) bis hin zu Qualititskontrolle/Qualitats-
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management und die Nutzeranforderungen am Geodatenmarkt (JOOS et al. 1997, SCHILCHER
1997, CASPARY und JOOSs 1998).

Die Zusammenstellung der zur Qualitdtsbeurteilung erforderlichen Merkmale ldf$t die Position-
sgenauigkeit als rein geometrische Grifie als ein zentrales Schlisselmerkmal erscheinen. Einer-
seits wird sie von der Datenherkunft bestimmt, die im Zusammenhang mit der Vollstindigkeit
Aussagen tiber die geometrische Auflésung beim Ubergang von der Realitit zum Modell zulifst,
andererseits hat die Positionsgenauigkeit entscheidenden Einflufl auf Attributgenauigkeit und lo-
gische Konsistenz. So fiihren ungenaue Grenzen von Gebieten mit bestimmien Figenschaften zu
fehlerhafter Zuordnung von Attributen und es kénnen topologische Beziehungen verletzt werden
(BETHGE 1997, S. 9).

Die hier als zentral herausgestellte Positionsgenauigkeit ist traditionsgeméfl eine Doméne der
Geodasie. In Tabelle 2 sind dazu Genauigkeitsmafle fiir ebene Objekte zusammengestellt. Der
Punktfehler tritt nicht nur an punktférmigen Objekten auf, sondern wird auch zur Konstruktion
der sog. Fehlerbander fiir Linienobjekte benutzt (CASPARY und SCHEURING 1992, SCHEURING
1995). Darunter versteht man ebene Bereiche, welche die Linienlage im Sinne von Vertrauens-
bereichen iiberdecken. Da Linien digital durch geordnete Punktfolgen ersetzt sind, kénnen die
Fehlerbénder aus der Einhiillenden der Punktfehler entlang der Linie analytisch berechnet wer-
den (DuTTON 1992, BETHGE 1997). Die Situation entlang von Linien kann fernerhin mit den
zweiten Momenten der Fehler langs und quer zu ihrer Richtung beschrieben werden. Folgerichtig
treten dann im Zuge der allgemeinen Fehlerfortpflanzung und in den Fehlerformeln fiir abgeleit-
ete (geometrische) Groflen Langs- und Querkorrelationsfunktionen auf (Beispiele in Tabelle 3).
Diese rein entfernungsabhangigen Funktionen, verkniipft in der berihmten TAYLOR-KARMAN-
Beziehung aus der statistischen Theorie der Turbulenz, wurden von GRAFAREND (Phys. Earth
Planet. Int. 1976) fiir die Geodasie erschlossen. SchlieBlich sind die Fehlerformeln in Tabelle
3 in Termen des Punktfehlers notiert. Mithin schliefit sich der Kreis bzw. wir kénnen vom
Ausgang auf den Eingang riickkoppeln: der Punktfehler erweist sich als ein Elementarbaustein
beim Aufbau von Qualitdtsmodellen fir raumbezogene Geoinformationen.
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Invarianten IR? Charakteristische Gleichung Invarianten IR®
spC =:1h det (C—AL)=0 spC=:1
det C =: I spadj C' =: Iy

det Q = 13
)\2—11/\4-[2:0 )\3—11)\24-]2/\—]3:0
M+ =1 M+A+A3=1
AMAg = I A2 + XAz + A3 = I
AMAoAg = I3

Schema 1: Beziehungen zwischen den Eigenwerten \; (reell, positiv) der Kovarianzmatrix C' der
Koordinatenfehler und den Invarianten I; von C, aufgefafit als symmetrischer Tensor 2. Stufe
(nach GRAFAREND, 1967 bis 1971). I bezeichnet die Einheitsmatrix.

012, R2 Sonderfall Punktfehler nach o*% R? Sonderfall
C=0’1I C=dl
I =M+ o 202 HELMERT (1868) I = A1+ A2+ )3 302
R o2 MGHLE (1936)
REISSMANN (1957) % = % o?
NICERVINDY o2 WERKMEISTER (1920) I, =
WILKS (1932) \/)\1)\2 + AoA3 + A3\ \/30'2
GRAFAREND (1970) NP RVINDYY o?

Tabelle 1: Punktfehlerquadrate af, in Beziehung zu den Invarianten I; und Eigenwerten A; in
Schema 1 (nach GRAFAREND, 1967 bis 1971). I bezeichnet die Einheitsmatrix.
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Objektklasse

Merkmal

Genauigkeitsmaf

Bemerkungen

Objekte mit analytisch beschreibbarer Gestalt

punktformige Objekte Lagegenauigkeit — Punktfehler mittels geodatischer
Vermessung in der
realen Welt realisierbar
polygonale Objekte Linienlage Fehlerband mittels
Linienlange Langenfehler Fehlerfortpflanzung aus
Linienrichtung Richtungsfehler Punktfehlern ableitbar
geschlossene Polygone  Flacheninhalt Flachenfehler
Objekte mit regelloser Gestalt
unregelmafig Linienlage Lagefehler, Einflufl von
gekriimmte ebene Fehlerband Diskretisierung und
Kurven Linienlange Langenfehler Erfassungsfehlern,
Krimmung Krimmungsfehler  systematische und
zufillige Effekte
geschlossene ebene Flacheninhalt Flachenfehler

Kurven

Tabelle 2: Genauigkeitsmafle fiir ebene Objekte (nach BETHGE, 1997).

Punktlagefehler nach o Koordinaten- und

= S
HELMERT entlang t=0,t=15:02(0) (Max.) Punktfehler
einer Polygonseite der ¢ = s/2:02(0)/2 (Min.) 02 =0 =0
Lénge s 02(0) = o2(s) =: 20°
Mittl. Fehler der G, F ... Langs-,

Polygonseitenlange F(0)=0%G(s)=0:0%= 022, (0) Querkorrelationsfunktion
vollstéandige Isotropie

Mittl. Fehler der 02 =2[F(0) — F(s)]/s?

Polygonseiten- F(0)=0%F(s)=0:0%= a% (0)/s*  wvollstéindige Isotropie

richtung

Mittl. Fehler des , . n Seiten
Flacheninhalts eines ‘7,24 = Upio) > 512 Gauflsche Flachenformeln
Polygons =1 vollstandige Isotropie

Tabelle 3: Fehlerquadrate geometrischer Grofien an polygonalen Objekten (nach BETHGE, 1997).
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