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Zusammenfassung:

In drei wesentlichen Punkten unterscheidet sich die Bayes-Statistik von der traditionellen Stati-
stik. Zunéchst beruht die Bayes-Statistik auf dem Bayes-Theorem, mit dessen Hilfe unbekannte
Parameter zu schitzen, Konfidenzregionen fiir die Parameter anzugeben und Hypothesen fiir
die Parameter zu priifen sind. Ferner nimmt die Bayes-Statistik eine Erweiterung des Wahr-
scheinlichkeitsbegriffs vor, indem die Wahrscheinlichkeit von Aussagen definiert wird, wobei die
Wahrscheinlichkeit ein Maf} fiir die Plausibilitdt der Aussage gibt. Schliellich sind die unbe-
kannten Parameter der Bayes-Statistik Zufallsvariable, was aber nicht bedeutet, dafl sie keine
Konstanten repriasentieren diirfen. Auf vielfialtige Anwendungen der Bayes-Statistik bei geodéti-
schen Problemstellungen wird hingewiesen.

1 Einfiihrung

Im Mittelpunkt der Bayes-Statistik steht das Bayes-Theorem. Mit seiner Hilfe lassen sich un-
bekannte Parameter schitzen, Konfidenzregionen fiir die unbekannten Parameter festlegen und
die Priifung von Hypothesen fiir die Parameter ableiten. Dieser einfache und anschauliche Weg
der Herleitung ist der traditionellen Statistik versperrt, da sie sich nicht auf das Bayes-Theorem
griindet. Insofern besitzt die Bayes-Statistik einen wesentlichen Vorteil gegeniiber der traditio-
nellen Statistik.

Fiir die Bayes-Statistik wird eine Erweiterung des Begriffs der Wahrscheinlichkeit vorgenommen,
indem die Wahrscheinlichkeit fiir Aussagen definiert wird. Dagegen beschrinkt sich die tradi-
tionelle Statistik auf die Wahrscheinlichkeit von zufilligen Ereignissen. In der Bayes-Statistik
wird also die Wahrscheinlichkeit nicht nur fiir zufiillige Ereignisse, sondern ganz allgemein fiir
Aussagen eingefithrt. Die Wahrscheinlichkeit gibt die Plausibilitdt von Aussagen an, durch sie
wird der Zustand des Wissens iiber eine Aussage ausgedriickt. Fiir die Wahrscheinlichkeit von
Aussagen lassen sich durch logisches und konsistentes Schlieflen drei Gesetze ableiten, aus denen
die gesamte Wahrscheinlichkeitstheorie entwickelt werden kann.

Im Gegensatz zur traditionellen Statistik, bei der die unbekannten Parameter feste Groflen
reprasentieren, sind die unbekannten Parameter in der Bayes-Statistik Zufallsvariable. Das be-
deutet aber nicht, dafl die unbekannten Parameter nicht Konstanten reprisentieren diirfen, wie
beispielsweise die Koordinaten eines festen Punktes. Mit dem Bayes-Theorem erhalten die unbe-
kannten Parameter Wahrscheinlichkeitsverteilungen, aus denen die Wahrscheinlichkeit, also die
Plausibilitdt von Werten der Parameter folgt. Die Parameter selbst konnen daher feste Gréflen
darstellen und brauchen nicht aus Zufallsexperimenten zu resultieren.

Im folgenden soll auf die Gesetze der Wahrscheinlichkeit und auf die Uberlegungen zur Parame-
terschitzung, zur Festlegung von Konfidenzbereichen und zum Test von Hypothesen eingegan-
gen werden. Auflerdem werden Anwendungen genannt. Nur einige Ergebnisse konnen prisentiert
werden, Details sind bei KocH (1990;1999) nachzulesen.

253



2 Gesetze der Wahrscheinlichkeit

Die Bayes-Statistik arbeitet ausschlieBlich mit bedingten Wahrscheinlichkeiten, denn im allge-
meinen hingt eine Aussage davon ab, ob eine weitere Aussage wahr ist. Man schreibt A|B, um
auszudriicken, daB A wahr ist unter der Bedingung, dafl B wahr ist. Die Wahrscheinlichkeit von
A|B, auch bedingte Wahrscheinlichkeit genannt, wird mit

P(A|B) (2.1)

bezeichnet. Sie gibt ein Maf} fiir die Plausibilitit der Aussage A|B an. Bedingte Wahrschein-
lichkeiten sind geeignet, empirisches Wissen auszudriicken, denn durch P(A|B) wird die Wahr-
scheinlichkeit angegeben, mit der vorhandenes Wissen fiir weiteres Wissen relevant ist.

Wie von Cox (1946) und JAYNES (1995) gezeigt, lassen sich durch logisches und konsistentes
Schlieflen das Produktgesetz der Wahrscheinlichkeit

P(AB|C) = P(A|C)P(B|AC) = P(B|C)P(A|BC) (2.2)
mit
P(S|C)=1 (2.3)
und das Summengesetz
P(A|C) + P(A|lC) =1 (2.4)

ableiten. Hierin bedeuten A, B und C allgemeine Aussagen, S die sichere Aussage und A die
Negation der Aussage A.

Aus diesen drei Gesetzen lassen sich alle Gesetze der Wahrscheinlichkeitstheorie ableiten, die
fiir die Bayes-Statistik benotigt werden. Beriicksichtigt man die Bedingung C' im Produktgesetz
(2.2) nicht und 16st nach P(A|B) auf, erhélt man die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit
der traditionellen Statistik. Sie wird dort durch die relative Héufigkeit erklart, was im Gegensatz
zu der Ableitung, die auf (2.2) fithrt, weniger einleuchtend ist.

Lost man das Produktgesetz (2.2) nach P(A|BC) auf, erhélt man das Bayes-Theorem

A|C)P(B|AC)
P(B|C)

P(A|BC) = P (2.5)
Bei den iiblichen Anwendungen des Bayes-Theorems bedeutet A die Aussage iiber ein unbekann-
tes Phénomen, B die Aussage, die Information iiber das unbekannte Phénomen enthélt, und C
eine Aussage iiber zusitzliches Wissen. Man bezeichnet P(A|C) als Priori-Wahrscheinlichkeit,
P(A|BC) als Posteriori-Wahrscheinlichkeit und P(B|AC) als Likelihood. Die Priori-Wahrschein-
lichkeit der Aussage iiber das unbekannte Phinomen wird also durch die Likelihood modifiziert,
die Information iiber das Phidnomen enthélt, um die Posteriori-Wahrscheinlichkeit zu erhalten.
Im folgenden wird noch das verallgemeinerte Bayes-Theorem angegeben, das fiir Verteilungen
gilt.

3 Verteilungen

Die Aussagen sollen sich im folgenden auf die numerischen Werte von Variablen in Form von
reellen Zahlen beziehen. Diese Variablen werden in der traditionellen Statistik Zufallsvariablen
genannt, da ihre Werte aus Zufallsexperimenten stammen. Diese Einschriankung besteht in der
Bayes-Statistik nicht, die Aussagen kénnen die Werte beliebiger Variablen beinhalten. Dennoch
wird die Bezeichnung Zufallsvariable beibehalten.

Gegeben sei eine diskrete Zufallsvariable X mit den diskreten Werten z; € R fiir i € {1,...,m}.
Die Wahrscheinlichkeit P(X = x;|C), dal X den Wert x; unter der Bedingung der Aussage C
annimmt, die zusétzliche Information enthélt, wird mit

p(z;|C) = P(X = x;|C) fir i€ {l,...,m} (3.1)
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bezeichnet. Man nennt p(z;|C) die diskrete Wahrscheinlichkeitsdichte oder auch diskrete Ver-
teilung fiir die diskrete Zufallsvariable X.

Die diskrete Dichte der n-dimensionalen Zufallsvariablen Xi,..., X, ist (3.1) entsprechend ge-
geben durch

p(x1j, -, |C) = P(X1 = 215, .., X = Ty, |C)
mit jke{l,...,mk},ke{l,...,n}. (3.2)

In abgekiirzter Schreibweise erhilt man
p(x1,...,2,|C) = P(X1 = 21,..., X;, = 2,|C) (3.3)
oder fiir den n x 1 Zufallsvektor &, dessen Werte ebenfalls mit & bezeichnet werden,
x=|v1,.. ., 28|

die Dichte
p(=|C). (3.4)

Auf eine entsprechende Form 148t sich auch die Dichte einer n-dimensionalen stetigen Zufalls-
variablen X1i,..., X, mit den Werten xz1,...,2z, € R in den Intervallen —oco < x; < 0o mit
k € {1,...,n} bringen, so daB (3.4) die Dichte eines diskreten oder stetigen Zufallsvektors x
bezeichnet.

Aus dem Produktgesetz (2.2) folgt die bedingte diskrete oder stetige Dichte fiir den diskreten
oder stetigen Zufallsvektor @, unter der Bedingung gegebener Werte fiir den diskreten oder
stetigen Zufallsvektor s und der zusétzlichen Bedingung C' mit

p(x1, 22|C)

P(@3]C) (3.5)

p(wl‘w%c) =

Uber die bedingte Dichte wird die bedingte Unabhingigkeit von Zufallsvariablen eingefiihrt. Sind
x;, z; und x;, diskrete oder stetige Zufallsvektoren, dann sind x; und x; genau dann voneinander
unabhéngig, falls gilt

p(xilzj, x, C) = p(xi|zk, C) . (3.6)

Sind « und y diskrete oder stetige Zufallsvektoren, erhélt man mit (3.5)

p(z,y|C)
plxly,C) = ——"FT", 3.7
(. ©) p(y|C) (37)
worin der Vektor y gegebene Werte enthélt, oder entsprechend
p(z,y|C)
plylx,C) = ————. 3.8
(yle,0) = 2T (33)

Lost man (3.7) und (3.8) nach p(x,y|C) auf und setzt die sich ergebenden Ausdriicke gleich,
erhilt man das verallgemeinerte Bayes-Theorem

p(|C)p(y|z, C)
p(y|C) '

Da der Vektor y feste Werte enthilt, ist p(y|C') konstant. Das Bayes-Theorem wird daher hiufig
in der Form angewendet

p(zly,C) = (3.9)

p(zly, C) < p(z|C)p(yl|z,C) , (3.10)

in der o< das Proportionalitdtszeichen bedeutet.
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Der Zufallsvektor @ enthalte unbekannte Parameter. Die Werte, die & annehmen kann, werden,
wie bereits erwidhnt, ebenfalls mit @ bezeichnet. Die Menge der Werte a« bezeichnet man als
Parameterraum X, also @ € X. Der Zufallsvektor y reprisentiere Daten. Die Dichte p(x|C)
enthélt Information iiber die Parameter «, bevor die Daten y erhoben wurden, also Vorinfor-
mation. Man nennt daher p(x|C) die Priori-Dichte. Mit Beriicksichtigung der Beobachtungen
y folgt die Dichte p(x|y,C), die als Posteriori-Dichte fiir die Parameter @ bezeichnet wird. Da
die Daten y vorliegen, wird p(y|x, C') nicht als Funktion der Daten y, sondern als Funktion der
Parameter « interpretiert. Die Dichte p(y|x,C) wird daher als Likelihoodfunktion bezeichnet.
Die Daten modifizieren also durch die Likelihoodfunktion die Priori-Dichte und fithren auf die
Posteriori-Dichte fiir die Parameter.

Im Bayes-Theorem wird der Vektor @ der unbekannten Parameter als Zufallsvektor definiert,
dem eine Priori- und Posteriori-Dichte zugeordnet wird. Das bedeutet jedoch nicht, dafi der
Parametervektor @ keine Konstanten représentieren diirfe wie beispielsweise die Koordinaten
eines festen Punktes. Durch die Priori- und die Posteriori-Dichte wird die Wahrscheinlichkeit
bestimmt, dafl die Werte der Parameter in gewissen Bereichen liegen. Die Wahrscheinlichkeit
gibt die Plausibilitdt dieser Aussagen an, also die Plausibilitit von Werten der Parameter. Die
Parameter konnen daher konstante Gréflen représentieren, sie brauchen nicht als Ergebnisse von
Zufallsexperimenten interpretiert zu werden.

Die Kenntnis der Posteriori-Dichte p(x|y, C') geniigt, um die unbekannten Parameter zu schiitzen,
um Hypothesen fiir die unbekannten Parameter zu testen und um Bereiche anzugeben, in denen
die Parameter mit vorgegebener Wahrscheinlichkeit liegen. Hierauf wird im folgenden Kapitel
eingegangen.

4 Parameterschitzung, Konfidenzregionen
und Hypothesenpriifung

Um Parameter zu schiitzen oder Hypothesen zu testen, sind verschiedene Wege moglich, und fiir
einen muf} man sich entscheiden. Die Entscheidung ist zu beurteilen, um zu wissen, ob eine gute
Entscheidung getroffen wurde. Dies hingt von dem wahren Zustand des Systems ab, in dem
die Entscheidung zu treffen ist. Das System werde durch den Zufallsvektor & der unbekannten
Parameter reprisentiert. Daten mit Information iiber das System existieren, sie seien in dem
Zufallsvektor y zusammengefafit. Um eine Entscheidung zu fillen, wird die Entscheidungsregel
0(y) aufgestellt, die bestimmt, welche Aktion in Abhingigkeit von den Daten y gestartet wird.
Mit den Kosten der durch §(y) ausgelosten Aktion soll die Entscheidung beurteilt werden. In
Abhingigkeit von & und §(y) wird die Kostenfunktion L(x, §(y)) eingefiihrt. Betrachtet werden
die a posteriori zu erwartenden Kosten, die mit der Posteriori-Dichte p(x|y, C') berechnet werden,

EIL(z, ()] = /X L(z, 5(y))plzly. C)dz . (4.1)

Die Entscheidungsregel 6(y) wird nun derart festgelegt, dafi die a posteriori zu erwartenden
Kosten (4.1) minimal werden. Dies bezeichnet man als Bayes-Strategie.

Es sei @ die Schitzung des Vektors @ der unbekannten Parameter, so dal §(y) = & gilt. Eine
einfache Kostenfunktion ergibt sich mit der Quadratsumme (& — &)'(x — &) der Fehler x — &
der Schiitzung, die noch durch die Inverse X! der positiv definiten Kovarianzmatrix D(zx) = X
der Parameter & gewichtet wird, so dafl die quadratische Kostenfunktion

Lz, &) = (x — &)X Yz — 2) (4.2)
erhalten wird. Die Bayes-Strategie fiihrt dann auf die Bayes-Schétzung &p mit

zp = E(z|y) (4.3)
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oder mit der Definition des Erwartungswertes auf
Tp :/ xp(zly, C)dx . (4.4)
X

Mit der Kostenfunktion der absoluten Fehler erhélt man die Median-Schéitzung und mit Null-
Eins-Kosten die MAP-Schétzung &, die Maximum-A-Posteriori-Schatzung

Ty = argma:%xp(a:\y,(}') . (4.5)

Wegen ihrer einfachen Berechnung wird sie hdufig angewendet. Sie entspricht der Maximum-
Likelihood-Schétzung der traditionellen Statistik.

Mit der Posteriori-Dichte p(z|y,C) fir den Vektor & der unbekannten Parameter aus dem
Bayes-Theorem 148t sich mit

Pla € X,Jy,C) = / p(ely, C)dz (4.6)
die Wahrscheinlichkeit berechnen, dafl der Vektor & im Unterraum X, des Parameterraums X
mit X, C X liegt. Um als Konfidenzregion zu dienen, ist der Unterraum derart festzulegen, daf}
er fiir maximale Dichten einen grofien Teil der Wahrscheinlichkeit enthilt, zum Beispiel 95%.
Als Konfidenzregion X mit X C X wird daher eine Region hochster Posteriori-Dichte, auch
H.P.D.-Region genannt, definiert durch

P(e e Xaly.C) = | plaly.C)dz =1-a
XB
und
p(x1ly,C) > p(xaly,C) fir x € Xp, x2 & A . (4.7)

Den Wert fiir 1 — a bezeichnet man als Konfidenzniveau und wé&hlt in der Regel o = 0,05. Es
148t sich zeigen, dafl das Hypervolumen der Konfidenzregion (4.7) minimal im Vergleich zu den
Hypervolumen beliebiger Konfidenzregionen mit dem Konfidenzniveau 1 — « ist.
Es seien &y € X und A7 C X Unterrdume des Parameterraums X, und Ay und A seien
disjunkt, also Xy N X} = (0. Die Annahme x € X;; bezeichnet man als Nullhypothese und = € X;
als Alternativhypothese. Die Nullhypothese Hj ist gegen die Alternativhypothese Hi zu testen,
folglich

Hy:x e Xy gegen Hy:x e X;. (4.8)

Null-Eins-Kosten werden eingefiihrt, indem der richtigen Entscheidung fiir eine korrekte Null-
hypothese Hy oder eine korrekte Alternativhypothese Hy keine Kosten aufgebiirdet werden. Die
Bayes-Strategie fiihrt dann auf die Entscheidungsregel, falls

Jx, p(xly, C)dw
[, p(xly, C)da

> 1, akzeptiere Hy . (4.9)

Andernfalls ist H; anzunehmen. Ahnliche Entscheidungsregeln erhélt man, falls spezielle Priori-
Dichten fiir die Hypothesen eingefiihrt werden.

5 Anwendungen

Wendet man die Bayes-Schétzung (4.3) im linearen Modell an, ergeben sich Ergebnisse, die mit
denen der traditionellen Statistik tibereinstimmen, so dafl die Bayes-Statistik die Resultate der
traditionellen Statistik enthélt. Die Ergebnisse sind daher allgemeiner, denn beispielsweise bei
der Ableitung robuster Schéitzverfahren mit Hilfe der Bayes-Statistik gewinnt man den Vorteil,
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dafl Konfidenzbereiche angegeben oder Hypothesentests vorgenommen werden kénnen (KOCH
und YANG 19984), was mit der traditionellen Statistik nicht mdoglich ist. Auch das robuste
Kalman-Filter ist mit der Bayes-Statistik leicht angebbar (KocH und YANG 1998B). Statisti-
sche Inferenz von Varianzkomponenten, deren Schétzung von GRAFAREND (1978) und GRAFA-
REND und D’HONE (1978) erstmalig fiir geodétische Problemstellungen umfassend untersucht
wurden, &8t sich ebenfalls mit der Bayes-Statistik 16sen (KocH 1988; Ou und Kocu 1994).
Das Modell der Pradiktion und Filterung macht erst dann wirklich Sinn, wenn es im Sinne der
Bayes-Statistik interpretiert wird (Kocn 1994). Die automatische Interpretation digitaler Bilder
mit Hilfe von Markoff-Zufallsfeldern benétigt die Bayes-Statistik (KLoONOWSKI 1998; KOSTER
1995; KocH 19958B). SchlieBlich beruhen die Bayes-Netze, die Entscheidungen in Systemen mit
Unsicherheit ermoglichen, auf der Bayes-Statistik (KocH 1999). Bayes-Netze eignen sich eben-
falls zur automatischen Interpretation digitaler Bilder (KocH 1995A; KULSCHEWSKI 1999) oder
fiir Entscheidungen im Zusammenhang mit Informationssystemen (STASSOPOULOU et al. 1998).
Bei der Analyse geodétisch relevanter Daten ist also die Bayes-Statistik nicht mehr fortzudenken.
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