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Zusammenfassung: In der Ausgleichungsrechnung spielt die sogenannte Geometrie der Beobachtun-
gen eine entscheidende Rolle zur Begutachtung der erhaltenen Ergebnisse. Nachstehend wird eine
weitreichende Analyse der duf3eren und inneren Strukturen dieser Geometrie dargelegt.

Summary: Our contribution deals with the analysis of observations within the adjustment of observa-
tions. Introducing the normal form of the coefficient matrix and Plucker-Gral3mann-Coordinates so
called latent conditions (hidden condition equations within observation equations) can be detected.

1 Vermittelnde Ausgleichungsrechnung und &uf3ere Restriktionen

Beginnen wollen wir unsere Betrachtungen mit der vermittelnden Ausgleichungsrechnung. Dies
begriindet sich in dem Umstand, dal3 man zielfunktionsinvariant die anderen Modelle der Ausglei-
chungsrechnung in dieses Modell Uberfihren kann und wir die hier vorgestellten Begriffe an das
Modell der vermittelnden Ausglei chungsrechnung gebunden sehen wollen. Es gilt fir die vermittelnde
Ausgleichung

Ax=1+v, D(I) =P '0?, (A)

worin | einen (n,1) Vektor von (reduzierten) Beobachtungen, A eine (n,u) Matrix fester Koeffizienten
mit rg A =g<u, X einen (u,1) Vektor fester, unbekannter Parameter und v einen (n,1) Vektor zufalli-
ger Fehler bezeichnet, wobei die v; als normalverteilt angenommen werden sollen mit v ~ N (0,6%E).
Die Matrix E bezeichnet die Einheitsmatrix der betreffenden Dimension, n die Anzahl der Beobach-
tungen und u die Anzahl der unbekannten, zu schézenden Parameter x; D(l) bezeichnet die Varianz-
Kovarianz-Matrix der Beobachtungen a priori, wobei die (n,n) Matrix P die diagonale Gewichtsmatrix
und der Faktor o die Varianz der Gewichtseinheit (Referenz-Varianz) bezeichnet, (inkonsistentes
Gleichungssystem vermittelnder Beobachtungen) vgl. (GRAFAREND, SCHAFFRIN, 1993).

Werden an dieses Modell Bedingungsgleichungen fiir die Unbekannten der Gestalt

Hx=w (B)

angeflgt, so sollen diese ds ,, aul3ere Restriktionen” bezeichnet werden. Hierin bedeutet die (r,u) Ma-
trix H die Restriktionsmatrix mit rg H =r und w ist der (r,1) Widerspruchsvektor.

Die Restriktionsgleichungen (B) entstehen dabel aus a priori Kenntnissen Uber die Geometrie des
zugrunde liegenden Ausgleichungsproblems (z. B. geodétische Netzausgleichung).

Wegen der hinlanglich bekannten , Datumsinvarianz der Beobachtungen® wollen wir zundchst die
Problematik des méglichen Rangdefektesin A durch Hinzunahme der Matrix E mit EAT = 0 im Sinne
der Analyse der Geometrie der Beobachtungen interpretiert sehen. Dabei gilt fir die (u-g,u) Matrix E
die Verfiigung rg E = u—q und weiterhin die ,, &ul3eren Restriktionen”
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Ex=o0. ©

Fur alle Betrachtungen der Geometrie der Beobachtungen ist es nun notwendig, diese ,aulReren
Restriktionen® zu diminieren, um dann die ,innere Geometrie der Beobachtungen® untersuchen zu
kdnnen. Ein solcher Eliminationsvorgang soll beispielhaft dargelegt werden. Es gilt:

Ax=Il+v mit Hx=w.

Dimensionen: A (n,u), x (u,1), | (n,2), v (n,1), H (r,u), w (r,1). Dieses Gleichungssystem kann wie
nachfolgend umgeschrieben werden:

AX +AX, =1 +vV
HX; + HX, =w

Unter der Bedingung, dal? diese Aufteilung so durchgefiihrt worden ist, daid sich die (r,r) Matrix H;
invertieren 1813 (regul&r), gilt dann die folgende Darstellung:

X, =H (W =H,x,) .

Mit der Festlegung fur die Matrix H; gilt dann fir die Gbrigen Dimensionen A; (n,r), X (r,1),
Az (n,u=r), X2 (u-r,1), Hy (r,r), Ha (r,u-r).
Die Gleichung x, = H;*(w —H,x,) eingesetzt in die Gleichung A x, + Ax, = | + v ergibt:

AL(HH(W=H,X,)) +AX, = +v
= AJH'W - A HTH X, +ALX, =I +v
= (A, —AHH) X, =(1 —AH'W) +v,
mit. Az =(A,-AH'H,) und I, =(I —AH'w)
gilt:  Arxp=Ig+vV.

Dieses Modell entspricht der Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen ohne &ullere Re-
striktionen. Die Matrix Ag hat hierin vollen Spaltenrang (keinen surjektiven Rangdefekt).

Nachdem nun sichergestellt ist, dal3 keine auf¥eren Restriktionen im zu analysierenden Modell vorhan-
den sind, kann mit der Analyse der Geometrie der Beobachtungen begonnen werden. Wie sich zeigen
wird, sind auch hierbel noch Restriktionen ,,zu furchten®, die sich allerdings aus der Wahl des Aus-
gleichungsmodells bzw. der Beobachtungsanordnung ergeben. Wir bezeichnen diese Sachverhadte als
»innere Restriktionen®. Diese sind Gegenstand nachstehender Darlegungen.

2 Analyse der inneren Geometrie von Beobachtungen in der vermittelnden Ausgleichungs-
rechnung

Ausgangspunkt der Betrachtungen sei das bekannte Modell der vermittelnden Ausgle chungsrechnung

Ax=l+v (D)
vV & min

Hierin sei A eine (n,u) Matrix mit vollem Spaltenrang (die sogenannte Designmatrix), X 0 R" &in
Vektor unbekannter Parameter, | O R" der gegebene Beobachtungsvektor und v O R" ein Vektor unbe-
kannter Verbesserungen. Mit dieser Voraussetzung fir A enthdt das Modell (1) der vermittelnden
Ausgleichung keine ,, dul3eren Restriktionen® wie Hx =w bzw. rg A = g < u, womit ein Rangdefekt zu
beseitigen ist.
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Zielfunktion ist die Quadratsumme der Verbesserungen, die minimiert werden soll (Methode der
kleinsten Quadrate). Bereits durch die Formulierung in (1) wird deutlich, daf3 bei den Untersuchungen
stochastische Aspekte zunéchst nicht einbezogen werden sollen. Vielmehr geht es in den nachfolgen-
den Ausfiihrungen im Besonderen um eine geometrische Analyse des Modéells, insbesondere um
geometrische Besonderheiten, wobei die Wechselbeziehungen zwischen der vermittelnden und der
bedingten Ausgleichung eine grof3e Rolle spielen.

2.1 Die Geometrie eines Modédlls

Aus streng mathematischer Sicht stellt sich die Behandlung des Modells (1) folgendermalen dar. Die
Spalten der Designmatrix A sind linear unabhangig und spannen einen u-dimensionalen Unterraum U
des Beobachtungsraumes R" auf (sie bilden eine Basisin U). Durch die Zielfunktion wird auf R" (und
damit auch auf U [ R") die euklidische Metrik induziert.

Die Losung des Problems liegt nun in der Konstruktion von orthogonalen Projektoren von R" auf U.
Die geometrischen Eigenschaften dieser Projektion hangen bekanntlich wesentlich von der ,,Lage"
von U beztiglich des Beobachtungsraumes R" ab (U ist in R" eingebettet). Ziel der Untersuchungen ist
es daher, die Geometrie von U in R" zu charakterisieren und daraus entsprechende Folgerungen fir das
Modéll (1) abzuleiten.

Bel Wahl einer Basisin U kann der (orthogonale) Projektor auf U durch eine symmetrische und idem-
potente Matrix C realisiert werden. Nimmt man die Spalten von A als Basis fur U, so erhdlt man als
Projektionsmatrix C die sogenannte Hat-Matrix

C=AATA)A", (2)

Es sei jedoch schon an dieser Stelle vermerkt, daf? die Matrix C nicht von der Wahl der Basisin U
abhangt, was spédter noch von Wichtigkeit sein wird. Im Rahmen der Sensitivitétsanayse (siehe z. B.
CHATTERJEE, HADI 1988) spielen die Hauptdiagonalelemente ¢; (i =1, ... ,n) eine zentrale Rolle fir
Analysezwecke. Fur sie gilt

O<cgi<1 (3)

Im Sinne der Ausgleichungsrechnung Uberfiihrt die Matrix C die urspriinglichen Beobachtungen
| O R"in die nach der Methode der kleinsten Quadrate ausgeglichenen Beobachtungen i 0 R™

cl=1 (4)
bzw. dasinkonsistente Systemin (1) in das konsistente System
Ax=1. (5)

Die zu bestimmenden Parameter X0 R" erweisen sich somit als Koordinaten der ausgeglichenen
Beobachtungen beziglich der Basis von U, die durch die Spalten von A gebildet wird. Fir die zu
bestimmenden Verbesserungen v O R" erhalt man mit der n-dimensionalen Einheitsmatrix E

—=(E-C)I. (6)

Auch die Verbesserungen spiden bei der Sensitivitétsanalyse eine wichtige Rolle. Die Hauptdiagonal -
elemente der Matrix E — C (in der Ausgleichungsrechnung Teilredundanzen r; genannt) widerspiegeln
den Anteil der i-ten Beobachtung an der Gesamtredundanz n — u (Freiheitsgrad der Ausgleichung).
Aus mathematischer Sicht stellt sich dieser Kontext folgendermalen dar. Zu jedem u-dimensionalen
Unterraum U O R" gibt es ein eindeutig bestimmtes orthogonales Komplement U", das wiederum
einen Unterraum des R" mit der Kodimension n — u darstellt.

Die Vektoren aus U" stehen senkrecht auf allen Vektoren von U und umgekehrt.
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Statt der Projektion auf U kann selbstverstandlich auch die Projektion auf U™ betrachtet werden. Man
wahlt dazu eine Basis in U™ und bildet damit eine Matrix B vom Format (n,n—u) (das orthogonale
Komplement zu A). Die Orthogonalitét der Unterrdume U und U driickt sich nun in folgender Matri-
zenrelation aus

B'A=0 bzw. ATB=0 (7)

Damit geht das Modéll (1) in das aquivalente Modell

B'(l+v)=o0 (8)
vV - min

Uber, welches als Modell der bedingten Ausgleichung bekannt ist (WOLF, 1997).
Die Losung des Modells (8) besteht nun in der Konstruktion von orthogonalen Projektionen von R"
auf U”. Ganz analog zu (2) erhélt man diese Projektionen in Matrizenform

E-C=B(B'B)"'B’ 9)

und die Losung Vv O R" aus (6). Aus der Orthogonalitét der Unterrdume ergeben sich unmittelbar die
bekannten Relationen

ATv=0 - B'(I+V)=o0, (10)

die in der Ausgleichungsrechnung zur Verprobung von numerischen Ergebnissen benutzt werden.
Andererseits stellen diese Relationen aber auch a-priori-Informationen dar, die Uber geometrische
Besonderheiten bei den Beobachtungen schon vor der eigentlichen Ausgleichung wichtige Hinweise
aufzeigen, wie aufgezeigt werden wird.

Im weiteren wird es nun darum gehen, geometrische Besonderheiten in den Unterrédumen U bzw. U"
aufzudecken bzw. zu erkennen. Dies wird zunachst durch transparente Beispiele dargelegt, die danach
mathematisch verallgemeinert werden sollen.

Beispid 1. Wir betrachten den Fall einer Geradenausgleichung mit n=5 und u = 2 flr das in (CHAT-
TERJEE, HADI, 1988) angefiihrte Beispiel, wo diesbeziglich auch auf @ltere Quellen (BEHNKEN, DRA-
PER, 1972, DRAPER, SMITH, 1981) hingewiesen wird.

Die Designmatrix A des Problems (1) sei dabei gegeben durch

>

I
PR R R R
AR R R R

Die funfte Beobachtung (fUnfte Zeile in A) hat hierin einen erheblichen Einflul3 auf das Ausglei-
chungsergebnis, denn nach Streichung dieser Zeile wird das Restdesign singulér (Spaltensingularitét).
Deutlich wird dies auch durch Betrachtung des orthogonalen Komplements U", dargestellt durch die
Matrix B vom Format (n,n—u)

-2 -1
-2 1 2
B={-1 1 -1},
5 -1 4
0O 0 O
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die B'A =0 bzw. ATB =0 erfiillt. Die Matrix B enthélt als finfte Zeile eine Nullzeile, wobei dieser
Sachverhalt unabhéngig von einer speziell gewahiten Basis in U” ist. Aus Gleichung (9) ergibt sich
unmittelbar

r5s =(E-C)5 =00 furj=1,...,5

d. h. die Teilredundanz rss der flinften Beobachtung verschwindet. Somit wird diese Beobachtung von
keiner der restlichen Beobachtungen kontrolliert. Aus Gleichung (6) ergibt sich weiterhin

9, =00

Das Verschwinden der flinften Verbesserung stellt sich unabhangig vom konkreten Beobachtungs-
vektor | ein, ist aso rein geometrisch bedingt aus der Struktur des Unterraums U bzw. U". Ein Daten-
fehler in der flinften Beobachtung wird somit durch die anderen Beobachtungen nicht ,, aufgefangen”
und verfélscht das Ergebnisin erheblicher Weise, die finfte Beobachtung wird zur ,, Restriktion” = Be-
dingungsgleichung fir die Unbekannten.

Die Ursache fur diese geometrische Besonderheit liegt hierbel offensichtlich in der Tatsache, dai3 die
ersten vier Beobachtungen (Zeilenin A) den Charakter von Mehrfachbeobachtungen aufweisen.
Bezeichnet man im Modell Ax =1+ v mit Hx =w die Bedingungsgleichungen zwischen den Unbe-
kannten Hx = w als ,, dufRere Restriktionen”, so konnen ,,innere Restriktionen® im Modell der vermit-
telnden Beabachtungen folgendermal3en definiert werden.

Definition 1. Eine Beobachtung (i-te Zeile in A) heil3e innere Restriktion, falls ihre Verbesserung v
unabhéngig vom Beobachtungsvektor | [ R" stets Null ist.

Folgerung 1: Folgende Aussagen sind aquivalent:

1) Diei-teZeilein A ist eineinnere Restriktion.

2) Inder Projektionsmatrix C gilt: ¢; =1 und ¢; = O fir j #i.

3) Der i-te Einheitsvektor e [0 R" gehdrt zum Unterraum U, d. h. eine Beobachtungsrichtung ist im
Projektionsraum enthalten: e [ U.

Beweis: Esist—v; = ((E—C)|); =001 O R" genau dann, wenn (E — C); = 0 fur j = 1,...,n und damit
ci =1sowiec;=0flrj#i. Diesist aquivalent zu (E—-C) e =0, dso Ce = &, was genau dann gilt,
wenne O U.

Folgerung 2: Eine Beobachtung im orthogonalen Komplement (j-te Zeile in B) ist eine innere Re-
striktion, falls gilt:
ni=0undr;=1fari=1,...,nmiti z]j.
Diesist dquivalent zu:
1) Vi + Ii =0,
2) ¢=0fari=1,...,n,
3 g =0fri=1,...,nund
4) ¢OU"

Anmerkung: Eine innere Restriktion im orthogonalen Komplement B entspricht in der Ausgleichungs-
rechnung einer vollredundanten Beobachtung in der Designmatrix A (Nullzeilein A).

Aus den bidang dargelegten Sachverhaten der inneren Restriktionen entstehen folgende weiterfiih-
rende Uberlegungen. Teilredundanzen von Beobachtungen, die sehr klein im Vergleich zu den Ubri-
gen sind (nahe bei Null), weisen darauf hin, dal? die zugehdrige Beobachtung nur wenig durch die
anderen Beobachtungen kontrolliert wird (z. B. High-Leverage-Points). Damit ergibt sich Frage nach
einer moglichen Umkehrung dieses Umstandes.

Werden Beobachtungen mit grof3en Teilredundanzen im allgemeinen gut kontrolliert?

Es wird nachstehend aufgezeigt, dal3 dies nicht generell der Fall sein mul. Insbesondere bei der geo-
détischen Netzausglei chung spielen solche Aspekte eine zentrale Rolle.

211



Einen weiteren Zugang erhdt man durch folgende Uberlegungen: In Beispiel 1 wurde deutlich, da
durch Streichung einer inneren Restriktion die verbleibende Design-Matrix singuldr wird. Damit er-
hebt sich folgerichtig die Frage, ob dieser Effekt sich auch durch die gemeinsame Streichung von
mehr als nur einer Beobachtung erreichen &%, obwohl keine dieser betreffenden Beobachtungen eine
innere Restriktion an sich bildet. Dieser Umstand wirde dann auch dazu fihren, dal? beim Verbleib
einer einzigen der zu streichenden Beobachtungen diese dann zu einer inneren Restriktion werden
wirde.

Als Schluf¥folgerung erhdlt man dann die Aussage, dal? diese Beobachtung nur durch die schon gestri-
chenen (herausgel assenen) Beobachtungen kontrolliert wurde, jedoch nicht von den Ubrigen. Bekannt
ist auch, daf3 durch die Weglassung von gerade n—u Beobachtungen die Verbleibenden zu inneren
Restriktionen werden (vorausgesetzt, dal3 das verbleibende Design regulér ist), da der Freiheitsgrad
verschwindet und daher keine Uberbestimmung mehr vorliegt.

Der bisher dargelegte Umstand steht in engem Zusammenhang mit folgender bekannter Tatsache
(siehe z. B. CHATTERJEE, HADI 1988): die Teilredundanzen sind in Bezug auf die Anzahl der Beob-
achtungen nicht abnehmende Funktionen. Durch Hinzufiigung entsprechender Beobachtungen konnen
sie also lediglich grofBere numerische Werte annehmen. Durch Streichung von Beobachtungen tritt
demzufolge ein gegenlaufiger Effekt ein. Damit ergibt sich wiederum die Frage, ob durch Streichung
einer oder mehrerer (wenige) Beobachtungen eine innere Restriktion entstehen kann.

Vergleichbare Uberlegungen lassen sich auch firr das orthogonale Komplement U™ bzw. B anstellen.
Letztendlich fuhren sie auf die Fragestellung, ob sich durch Streichung von Beobachtungen im ortho-
gonalen Komplement innere Restriktionen erzeugen lassen, oder gleichbedeutend damit vollredun-
dante Beobachtungen in U bzw. A entstehen.

Interessant ist hierbei der Umstand, dal? sich Streichungen im orthogonalen Komplement (bedingte
Ausgleichung) aquivalent als Streichungen von Unbekannten in der vermittelnden Ausgleichung in-
terpretieren lassen, was im weiteren noch dargelegt wird.

Beispiel 2: Gegeben sai eine Koeffizientenmatrix A mit 6 Beobachtungen und 3 Unbekannten und ein
dazugehdriges orthogonal es Komplement B.

12 5 3 1 0 4
210 R
Afle 1a| B 3G
2 01 -4 -1 0
1 2 0 -2 0 -1
1 2 3 4 5 6
Gi 0.85000 | 0.51667 | 0.65000 | 0.31667 | 0.26667 | 0.40000
i 0.15000 | 0.48333 | 0.35000 | 0.68333 | 0.73333 | 0.60000
i (1) 0 0.33333 | 0.33333 | 0.66667 | 0.66667
fi (2) 0.33333 | 0.33333 | 0.66667 | 0.66667 0
i (3) | 014634 | 0.36585 | 0.17073 0.73171 | 0.58536

Tabelle 1: Teilredundanzen

Tabelle 1 zeigt folgende Sachverhalte auf. Bei Streichung der 1. bzw. 6. Beobachtung (Zeilen in A)
wird die verbleibende (korrespondierende) Beobachtung zur inneren Restriktion (Teilredundanz Null)
und somit von den restlichen Beobachtungen nicht mehr kontrolliert. Der verbleibende Freiheitsgrad
(n—u) =2 wird auf die Beobachtungen 2 bis 5 aufgeteilt, und zwar unabhéngig davon, welche der
Beobachtungen 1 oder 6 gestrichen wird. Streicht man andererseits die 4. Beobachtung, so verringern
sich die Teilredundanzen der 1. und 6. Beobachtung nur unwesentlich zu den Restlichen.
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Streicht man dagegen beide Beobachtungen Nr. 1 und Nr. 6, so wird das Restdesign (verbleibende 4
Zeilen in A weisen nur noch den Rang 2 auf) singulér. Die Beobachtungen 1 und 6 bilden also eine
Gruppe, die von den restlichen Beobachtungen nur ungeniigend kontrolliert wird.

Man beachte jedoch, dal3 dieser Effekt sich weder in der Design-Matrix A, noch an den Teilredundan-
zen unmittelbar aufzeigen 1a’t. Die Teilredundanz der 6. Beobachtung betrégt immerhin 0.60 und
scheint somit gut kontrolliert.

Im orthogonalen Komplement B erkennt man, dal3 dort die Zeilen 1 und 6 linear abhangig sind.

Beispid 3: Gegeben seien fiir 6 Beobachtungen und 3 Unbekannte

15 4 3 31 3
120 - 1 1
|5 2 2 | 1 o -3
AZle 11 B=11 2 0
2 01 -4 -1 O
4 1 0 -2 0 -1

1 2 3 4 5 6

Gii 0.73585 0.77358 0.62264 0.22642 0.26415 0.37736
I 0.26415 0.22642 0.37736 0.77358 0.73585 0.62264

Tabelle 2: Teilredundanzen und Hauptdiagonal e des orthogonal en Projektionsoperators zum Beispiel 3

In der Matrix A treten folgende Effekte auf: Die Streichung von zwei der Beobachtungen aus den
Zeilen 1, 2 und 3 fuhrt dazu, daf3 die verbleibende Beobachtung zur inneren Restriktion wird. Wie aus
der Tabelle 2 ersichtlich ist, sind dies die Beobachtungen mit den gréften Hauptdiagonal elementen
des orthogonalen Projektionsoperators. Ebenso bilden aber auch die Beobachtungen 1, 4 und 6 eine
Gruppe. Werden zwei beliebige Beobachtungen davon gestrichen, so wird die verbleibende Beobach-
tung zur inneren Restriktion.

Wiederum sind diese Effekte weder in der Design-Matrix A noch im orthogonalen Komplement B
bzw. anhand der Teilredundanzen verifizierbar.

Beispid 4: Gegeben sai eine Koeffizientenmatrix A mit 6 Beobachtungen und 4 Unbekannten, ein
dazugehdriges orthogonales Komplement B und die Hauptdiagonal elemente des orthogonalen Projek-
tionsoperators C.

5 3 -1 2 2 1
9 4 -1 3 -4 -1
|35 -14] |2 1
A2 2 52| B 1
4 3 8 3 1 =2
6 4 11 4 11
1 2 3 4 5 6

Gii 0.83333 0.33333 0.83333 0.83333 0.33333 0.83333
I 0.16667 0.66667 0.16667 0.16667 0.66667 0.16667

Tabelle 3: Teilredundanzen und Hauptdiagonal e des orthogonal en Projektionsoperators zum Beispidl 4

Hier 143 sich nun Folgendes feststellen: die Streichung einer beliebigen Beobachtung in A fihrt zu
einer Restriktion, z. B. bei Streichung der ersten Beobachtung wird die zweite Beobachtung zur inne-
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ren Restriktion. Im orthogonalen Komplement B treten die Beobachtungen 1, 2 und 3 sowie 4, 5 und 6
jeweils als M ehrfachbeobachtungen auf. Anhand des Projektionsoperators C erkennt man eine weitere
Besonderheit. C weist in diesem Fall eine Blockstruktur auf

olo

g' C3, =C5, =%' und C3; = C55 =
Eine Veradlgemeinerung der bisher aufgezeigten Effekte fihrt zum Begriff der latenten inneren Re-
striktion.

mit ¢, =¢3 =

Definition 2: Eine Gruppe von k Beobachtungen (Zeilen in A) (i <k < n-u) erzeugt eine latente in-
nere Restriktion k-ter Ordnung, fals nach Streichung von beliebigen k—1 Beobachtungen dieser
Gruppe die verbleibende zur inneren Restriktion wird.

Diese Definition gilt analog fur das orthogonale Komplement (Zeilen in B), wobei hier 1<k <u id.
Der bisher verwendete Begriff der Restriktion ist in der Definition fir k = 1 mit enthalten.

Es stellt sich nun die Frage, wie solche latente inneren Restriktionen zu erkennen sind.

Dazu sei zunichst der Speziafall gerade einer Uberbestimmung mit n =3 und u = 2 betrachtet. Die
Designmatrix kann durch zwei linear unabhéngige Spaltenvektoren a 0 R® dargestellt werden, und

zwar
a; L
A=|a, a,|=(a"a’).

83 Adg

Damit ist der Unterraum U eine Ebeneim R?, die von den Spaltenvektoren a* und a? aufgespannt wird,
d. h. U =span (a',a®) = {z O R*| z=x,a" + x,&%, X1 .0 0}. Wie hinlanglich bekannt ist, kann dieselbe
Ebene U auch in der sogenannten Hesse-Form (parameterfreie Form) mit Hilfe eines sogenannten
Normalenvektors n 0 R® dargestellt werden und zwar durch n O U"” mit U={zOR®|n"z = 0}. Es

gilt:
L [a21a32 - azzale [nlJ
n=a xXa = ayd, ~apay; (=N,
318 ~ 313 ng

und damit U" = span (n).
Wie ersichtlich ist, sind die Komponenten von n Determinanten von 2-rethigen Untermatrizen von A.
Es gilt der i-te Einheitsvektor ¢ 0 U genau dann, wennn'e =0 - n; =0 (siehe Folgerung 1). Dies
ist gleichbedeutend damit, da3 diei-te Zeilein A eine Restriktion ist.
Von grofRem Interesse ist nun, wie dies auf den algemeinen Fall n>u=1 mit n, u 0 N Ubertragen
werden kann. Die Ldsung findet man in einem Hilfsmittel der algebraischen Geometrie, den soge-
nannten Plicker-Koordinaten, die in der Literatur auch als Plicker-Gral3mann-K oordinaten (VAN DER
WAERDEN, 1973) bekannt sind. Diese werden nachfolgend beschrieben.

2.2 Uber Plucker-K oordinaten
Im linearen Modéll der vermittelnden Ausgleichung (1) wird von den Spalten der Design-Matrix A ein
u-dimensionaler Unterraum U des R" aufgespannt. Man kann deshalb die u Spaltenvektoren der Lange
nasBasisin U wahlen (rg A = u)

A=(a,...,a") mit a',...,a"0R", U=span(a ..., a".
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Ebenso 183 sich die Matrix A durch ihre Zeilenvektoren der Lénge u darstellen
T
A=|

al

mit ay, ... , a, 0 R". Wahlt man nun u Zeilen aus A, sei also {iy, ... , iy} 0 {1, 2, ..., n} eine Auswahl
paarwei se verschiedener Indizes, so bildet

eine quadratische Teilmatrix von A. Die zugehorige u-reihige Unterdeterminante d von A
d(ill ey Iu) = det A(il, ven gy ILI)

entspricht dann einer Pliicker-Koordinate von U. Es gilt die folgende Aussage (VAN DER WAERDEN,
1973).

Satz 1: Die (3) Plicker-K oordinaten von U sind homogene Koordinaten, die den Unterraum U ein-

deutig bestimmen.

Homogene Koordinaten sind nur bis auf einen Faktor ¢ bestimmt und kénnen nicht alle gleich Null
sein. Die Eigenschaft der Homogenitét der Plucker-Koordinaten wird deutlich, wenn man im Unter-
raum U einen Basiswechsel vornimmt. Dieser kann mittels einer reguléren (u,u) Matrix W durch
A =AW redisiert werden. Fir die neue Basis A in U ergeben sich die Pliicker-Koordinaten zu
det A (iy, ... ,i,) =detW - detA(iy, ... , i), Sie unterscheiden sich damit von den Pliicker-K oordinaten
der Basis A nur um den konstanten Faktor det W.

Durch die Pliicker-K oordinaten von U sind gleichzeitig die Pliicker-K oordinaten von U bestimmt und
umgekehrt. Sei dazu IT= (jy, ... , jn) €ne Permutation von {1, ... , n}. Dann gilt folgender Zusammen-
hang zwischen den Plticker-K oordinaten von U, gebildet aus u Zeilen von A und den Pliicker-K oordi-
naten von U", gebildet aus n — u Zeilen von B, Beweis siehe (VAN DER WAERDEN, 1973),

dGis, ..., jo) = sen T1d G, - s j)- (11)

Im Beispiel 1 ist durch die Mehrfachbeobachtungen sofort ersichtlich, dal3 ale Pliicker-Koordinaten
von A verschwinden,
1 1)_
(! 2)=o,

die die flinfte Beobachtung (die Restriktion im herkdmmlichen Sinne) nicht enthalten. Im orthogona-
len Komplement B werden alle Plicker-Koordinaten zu Null, die die finfte Beobachtung (Nullzeile)

enthalten, z. B.
-2 -1 1
detj -2 1 -2(=0.
0O 0 O
Im Beispidl 2 werden alle Determinanten der (u, u)-Teilmatrizen von A zu Null, die drei der Beobach-

tungen 2, 3, 4 und 5 enthalten, d. h. die die beiden Beobachtungen nicht enthalten, die eine latente
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innere Restriktion zweiter Ordnung erzeugen. Im orthogonalen Komplement B verschwinden alle
Plicker-K oordinaten, die die M ehrfachbeobachtungen 1 und 6 enthalten.

Im dritten Beispiel werden die Plucker-Koordinaten der Teilmatrix von A zu Null, die aus den Beob-
achtungen 4, 5 und 6 bzw. aus den Beobachtungen 2, 3 und 5 gebildet wird. Im orthogonalen Kom-
plement B verschwinden die beiden Pliicker-K oordinaten, die die Beobachtungen 1, 2 und 3 oder 1, 4
und 6 enthalten, also jene, die eine latente Restriktion 3. Ordnung in A erzeugen.

Im Beispiel 4 werden ale Determinanten der (u,u)-Teilmatrizen von A zu Null, die gleichzeitig die
Beobachtungen 1, 2, und 3 oder 4, 5 und 6 enthaten. Im orthogonalen Komplement B verschwinden
alle Plicker-Koordinaten, die zwei der Mehrfachbeobachtungen von 1, 2 und 3 oder aus 4, 5 und 6
enthalten.

Anhand dieser Beispiele wird deutlich, dal3 verschwindende Plicker-Koordinaten die Ursache flr
latente innere Restriktionen sind. Ziel ist deshalb nun die systematische Aufdeckung von verschwin-
denden Pllcker-K oordinaten.

Als Hilfsmittd kénnen dazu | ndexmengen benutzt werden, wie sie z. B. in (FINZEL, 1994) ausfthrlich
beschrieben worden sind.

Es sa |, die Menge aller Indizes derjenigen Beobachtungen, die zum Verschwinden aller Plicker-
Kaoordinaten fiihrt, die eine dieser Beobachtungen enthalten:

I, ={@):10{1,...,n},d(i,N)=00ONO{1, ...,n},cad N =u-1}.

Es sa |, die Menge aler Indizes derjenigen Paare von Beobachtungen, deren Indizes paarweise ver-
schieden sind, jeweils nicht zu |; gehdren und zum Verschwinden aller Pllicker-K oordinaten fuhrt, die
ein Paar dieser Beobachtungen enthalten:

lo={(i1,i2): 1,12 0{1,...,n}, i1 # 10y (i1), (i2) Oly, d(i,i,N)=0ONO{1, ..., n}, card N =u-2}.
Allgemein sai |, die Menge aller Gruppen von m (2 < m < u) Beobachtungen, deren Indizes paarweise
verschieden sind, jewells nicht zu I, bis I,.; gehtren und zum Verschwinden aller Pliicker-K oordina-

ten fuhrt, die eine Gruppe von m dieser Beobachtungen enthalten:

Im= {(i, - »im): i1, ... in0{1,...,n}, paarweise verschieden, O(iy,...,i) O, 1<p<m:
{i, .o, iy} Ofig, oo yind, d(i, or iy N) =0 ONDO{1, ..., n}, card N = u—m}.

Nach (FINZEL, 1994) kann eine aquivalente Charakterisierung vorgenommen werden.
Satz 2: Folgende Aussagen sind quivalent:

D (g e yim) Ol
2) DieMatrix (Teilmatrix von A)

ist vom Rang m—1 und m—21 beliebige Zeilen sind linear unabhangig.

3) Die Dimension des Durchschnitts gebildet aus dem Unterraum U” und dem Raum, der von den m
Einheitsvektoren aufgespannt wird, ist dim(U” n span{e,, ..., &, })=1,
und falls der Vektor w in diesem Durchschnitt (au3er dem trivialen Nullvektor) enthalten ist, a'so
wOU" n span{e,,...,e o}, danngilt: wi 200 i O {iy, ..., im}.

Folgerung 3: Analoge Indexmengen kénnen fur U (dim U" = n—u) aufgestellt werden:

Jn mit 1<m<n—u.
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Satz 3:
1) Zur Indexmenge J, gehtren die Indizes von m Beobachtungen (1 < m < n—u) des orthogonalen

Komplements genau dann, wenn die Zeilen j4, ... , jm €ine latente Restriktion m-ter Ordnung in A
bilden.
2) Ebenso gilt (i1, ... ,im) O In (1€ m<u) genau dann, wenn die Zeilen iy, ... , i, €ne latente Re-

striktion m-ter Ordnung in B bilden.

m
Beweis. 1) Aus 3) in Satz 2 folgt, dal3 es einen Vektor w O U gibt mit w = Zajieii, wobei dle
=1

a; #0 sind. w kann dann dargestellt werden al's

(i)

wobei w; = 0 ist, genau dann, wenn i O{jy, ... , jm} ist. Durch Basistausch kann w in einer Matrix A
readisiert werden. Durch Streichen von beliebigen m—1 Zeilen der Gruppe {j1, ... , jm} entsteht stets
eine Spalte mit genau einem Nichtnullelement, also eine innere Restriktion.

2) Fir latente Restriktionen m-ter Ordnung im orthogonalen Komplement vollzieht sich der Beweis
analog 1).

Fur die oben beschriebenen Indexmengen ergibt sich nun im Einzelnen

o |y entspricht einer Nullzeilein A (= Vollredundanz in A und Restriktion in B),

o Jentspricht einer Nullzeilein B (= Vollredundanz in B und Restriktion in A),

* |, entspricht einer Mehrfachbeobachtung in A (= latente Restriktion 2. Ordnung in B),
*  J, entspricht einer Mehrfachbeobachtung in B (= latente Restriktion 2. Ordnung in A),
* Izentspricht einer latenten Restriktion 3. Ordnung in B,

*  Jentspricht einer latenten Restriktion 3. Ordnung in A,

Fur das Beispiel 1 mit

11 -2 -1 4
11 -2 1 2
A=|1 1| und B={-1 1 -1
11 5 -1 4
14 0O 0 O

sollen jetzt die Indexmengen angegeben werden. In A gibt es keine Beobachtung, die zum Verschwin-
den aller 2-reithigen Unterdeterminanten fuhrt, die diese eine Beobachtung enthalten. Deshalb ist I,
gleich der leeren Menge, dso I; = 0. In B gibt es genau eine Beobachtung, namlich die finfte Beob-
achtung, die zum Verschwinden dler 3-reihigen Unterdeterminanten fihrt, die diese Beobachtung
enthalten. Somit enthalt die Indexmenge J, als einziges Element die 5, dsoist J; = {5}.

In der Matrix A verschwinden alle Pliicker-K oordinaten, wenn man aus den ersten vier Zeilen zwel
beliebige Beobachtungen auswahit. Die Indexmenge I, enthélt die Indizes aller Paare dieser Beobach-
tungen, damit ist I, = {(1, 2, 3, 4)}. In B 8% sich kein Paar von Beobachtungen finden, so dal3 alle
3-reihigen Unterdeterminanten verschwinden, die dieses Paar von Beobachtungen enthalten. Es lassen
sich auch keine drei Beobachtungen aus B auswahlen, so dai alle Pliicker-K oordinaten (auf Grund der
Dimensionen ist dies jeweils nur eine) verschwinden, die diese drei Beobachtungen enthalten. Somit
sind die Indexmengen J, und J; leer, J, = J; = 0.

Die Indexmengen fur die anderen Beispiele lauten wie folgt:
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Bsp.22 A hL=l,=0, 13={(2 3,4 5)}
B: J=0, L={(1,6)}, k=0

Bsp.3: A L=1,=0, 13={(45,6),(2 3, 5)}
B: Jh=X=0, J%={(123),( 4 6)}

Bsp.4 A lL=l,=0, 13={(4,5,6),(12 3)}, l,=0
B: J=0, %={(1,2 3), (4,5, 6)}

Aus den obigen Beispielen wird weiterhin ersichtlich, dal3 die Indexmengen von A und B nicht unab-
héngig sind, sondern sich sogar unmittelbar bedingen. Die Ursache hierfir liegt in der Beziehung (11)
zwischen den Pliicker-K oordinaten firr U und U". Wir erlautern dies kurz anhand von Beispiel 2: Aus
J ={(1, 6)} folgt, dal’ alle Plicker-K oordinaten von A verschwinden, die die Beobachtungen 1 und 6
nicht enthalten, also I; = {(2, 3, 4, 5)} (beachte, |5 besteht aus all den Dreierkombinationen von (2, 3,
4,5)).

Der Nachteil der Verwendung von Plicker-Koordinaten ist der praktisch nicht vertretbare hohe Auf-
wand, um diese zu berechnen. Von grof3em Interesse ist es daher, ob es eine numerisch gingtigere
Moglichkeit gibt, die Indexmengen und damit die verschwindenden Pliicker-Koordinaten zu bestim-
men. Die Lésung bietet sich in der im folgenden Abschnitt dargestellten Normalform.

2.3 Erkennunginnerer latenter Restriktionen anhand der Normalform

In (JURISCH, KAMPMANN, 1998) wurde der Begriff der Normalform eingefihrt und wichtige Eigen-
schaften dieser Normalform aufgezeigt. Im weiteren wird dargelegt, wie Zusammenhange zwischen
der Normalform und den Plicker-Koordinaten bzw. den Indexmengen, die den inneren latenten Re-
striktionen entsprechen, hergestellt werden kénnen.

Satz 4: In jedem u-dimensionalen Unterraum U des R" gibt es eine Basis der Form:;

a
A=l | mit &
a,

j=1...,u. (12)

Die Zeilen von A beinhaten die Zeilen einer u-dimensionalen Einheitsmatrix.

Beweis: Essel U durch

dargestellt. Da rgA = u vorausgesetzt wurde, gibt esin A u linear unabhangige Zeilen. Diese seien
aﬁ ,j=1,...,u. Falt man diese Zeilen zu einer (u,u) Matrix W zusammen, d. h.

wW=| (13)

und fuhrt einen Basiswechsel in U durch Rechtsmultiplikation mit W™ durch, so ergibt sich:
A=AW™, wobei A diedurch (12) vorgegebene Eigenschaft besitzt.

Folgerung 4: Durch Zeilenvertauschung in A kann stets erreicht werden, dal3 gilt:
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+_(E
A—(AJ (14)

mit der (u,u) Einheitsmatrix E und der (n - u,u) Matrix A . Die notwendigen Zeilenvertauschungen
lassen sich dabel durch eine Permutation der Menge{1, ... , n} darstellen:

{iy, oo ind =11 {1, ..., N} (15)

Die u Beobachtungen, die den ersten u Indizes entsprechen, aso zur Erzeugung der Einheitsmatrix in
(14) dienen, werden wir nachstehend als Beobachtungsbasis bezeichnen, mit anderen Worten: diese
Beobachtungen bilden gleichfalls eine Basisim u-dimensionalen Zeilenraum von A.

Neben dem Modédll (1) kann nun in &quivalenter Weise das Modell

Ay=T+w w'w - min (16)
(wobei [ =TI(l) den entsprechend der Permutation (15) umsortierten Beobachtungsvektor darstellt)
betrachtet werden. Die Aquivalenz der Modelle (1) und (16) driickt sich dabei in folgendem Sachver-
halt aus:

Folgerung 5: Fir die Lésungen X,V aus (1) und §,W aus (16) gilt
nE=w, x=w7y (17)
Beweis. siehe (JURISCH, KAMPMANN, 1998).

Die Modelle (1) und (16) besitzen aso dieselben Verbesserungen, die entsprechenden Parameter
héngen Uber die Basistransformation zusammen. In (JURISCH, KAMPMANN, 1998) wurde auch der
wichtige Umstand beschrieben, daR man mit der Normalform A fiir U unmittelbar eine Basis fiir das
orthogonale Komplement U" besitzt:
— (AT
B= 1
%) (19

mit der (n—u, n—u)-dimensionalen Einheitsmatrix E. Man beachte die offensichtliche Tatsache, dal3
BTA=ATB=0

gilt. Zusétzlich gilt der Umstand, dal3 die Indexvertauschungen in A, die durch (15) beschrieben wur-
den, in gleicher Weise auf das urspriingliche orthogonale Komplement B anzuwenden sind. Die Zeilen
von B, die der Matrix E in (18) entsprechen, bilden also eine Beobachtungsbasis im orthogonalen
Komplement. Damit ergibt sich der nachstehende Sachverhalt:

Satz 5: Sei {iy, ... ,in} =II {1, ..., n} eéine Permutation. Dann gilt: {i,, ... , iy} bildet eine Beobach-
tungsbasisinU < {iu1, ..., in} bildet eine Beobachtungsbasisin U".

Anders ausgedriickt bedeutet dies, dal3 mit u linear unabhangigen Zeilen aus A die entsprechenden
komplementéren Zeilen aus B auch linear unabhangig sind und umgekehrt. Aus (10) und der Tatsache,
dal die Modelle (1) und (16) gleiche Verbesserungen aufweisen, ergibt sich unmittelbar folgende
Beziehung:

219



wi=-ATw?2 o w2+12 =AW +TY) (19)

Hierin sind w* und T* die Komponenten von v, |, die der Beobachtungsbasis von A entsprechen sowie

w? und 12 digjenigen in der komplementdren Beobachtungsbasis in B. Zunéchst gilt der nachstehende
Umstand:

Satz 6: Die Zeilen {i4, ..., iy} aus A bilden genau dann eine Beobachtungsbasis, fals ihre Plicker-
K oordinate nicht verschwindet,

d iy, ... ,iy) 2 0. (20)

Wichtig in diesem Zusammenhang ist auch nachstehende Aussage.

Satz 7: Jedes Element 3, in der Matrix A aus (14) stellt eine Pliicker-K oordinate dar.

Beweis: Wir indizieren die Matrix A durch A = (3 ijjﬁ;'l',[‘f”n . Wahlt man nun ein Element g, aus A
aus, dann gilt:

diL....j-Lj+L...,ui) =(D"'g i=u+l..,n j=1..,u. (21)

d. h. die entsprechende Pliicker-Koordinate ergibt sich, indem man die i-te Zeile aus A und dle
Zeilen aus der Einheitsmatrix E auer der j-ten Zeile auswahlt. Dies ist eine direkte Folge aus dem
Entwicklungssatz von Laplace.

Folgerung 6: Jede Pliicker-K oordinate, die von mehr als einer Zeilevon A erzeugt wird, 1863 sich als
Funktion der 3; darstellen.

Auch dies ergibt sich durch sukzessive Anwendung des Entwicklungssatzes von Laplace. Die entste-
henden Relationen zwischen den Pliicker-K oordinaten werden in der Literatur auch als Plickerrelatio-
nen bezeichnet (VAN DER WAERDEN, 1973).

Die Spaten der Normalformin A bzw. B bilden eine spezielle Basisin U bzw. U", diein der Lite-
ratur auch as Plicker-GralBmann-Basis bezeichnet wird (VAN DER WAERDEN, 1973). Insbesondere

erkennt man an Null-Elementen in A entsprechende verschwindende Pllicker-K oordinaten, wodurch
eine Verbindung zu den Indexmengen bzw. den latenten Restriktionen hergestellt werden kann. Ge-
nauer 13t sich dies folgendermal3en ausdriicken:

Satz 8: Die Zeilen{iy, ... ,im} von A bilden eine latente innere Restriktion der Ordnung m genau dann,
wenn in jeder Beobachtungsbasis von A mindestens eine dieser Beobachtungen enthalten sein muf3.

Beweis. Die Zeilen {iy, ... ,im} von A stellen genau dann eine latente innere Restriktion dar, falls die
mit diesen Indizes gebildete Teilmatrix aus dem orthogonalen Komplement B den Rang m—1 besitzt
und beliebige (m—1) Zeilen linear unabhéngig sind. Demzufolge kdnnen in jeder Beobachtungsbasis
von B nur héchstens (m—1) dieser Indizes auftreten. Die Aussage ergibt sich nun unmittelbar aus der
Komplementaritét der Beobachtungsbasenin A und B.

Durch Anwendung von Satz 8 auf die Normalform ergibt sich nun eine effektive Moglichkeit, latente
Restriktionen in A aufzudecken.
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Satz 9: Sei {iy,...,im} €eine latente Restriktion in A und die Zeile i; in der Beobachtungsbasis zur
Erzeugung von A enthaten, die Zeilen i, ... , i, nicht (Sie erzeugen Zeilen in 5\). Dann sind alle
Elemente der i;-ten Spaltein A Null, die nicht zu den Indizes s, ... , Im gehoren.

Beweis: Wiein Beweis von Satz 8 bilden wir die entsprechende Teilmatrix aus B. Diese enthdlt m—1

Zeilen der Einheitsmatrix E und eine Zeileaus A”. Die Aussage des Satzes ergibt sich jetzt direkt aus
den Eigenschaften dieser Teilmatrix nach Satz 2.

Wir vermerken ausdricklich, dald der Umkehrschluf3, namlich aus Nullelementen in den Spalten von
A auf latente Restriktionen zu schlieen nur in soweit richtig ist, dal3 die hiernach ermittelten latenten
Restriktionen noch in latente Restriktionen niedrigerer Ordnung zerfallen kdnnen.

Selbstverstandlich lassen sich die obigen Darlegungen auch auf Restriktionen im orthogonalen Kom-
plement B ibertragen. Diese zeigen sich dann anhand der Nullelemente der Spalten von AT, also den
Zeilenvon A .

Zum Zwecke der transparenten Darlegung der beschriebenen Effekte werden hier die Beispiele unter-
sucht.

Beispid 1.
11 -2 -1 -
11 2 1 2
A=|1 1| und B=|-1 1 -1
11 5 -1 4
14 0O 0 O

Man erkennt unmittelbar, dai’ jede Beobachtungsbasis{i,i,} in A die finfte Zeile (Beobachtung) ent-
halten muf3. Umgekehrt enthélt keine denkbare Beobachtungsbasis in B die funfte Zeile. Wahit man
etwa{1,5} asBeobachtungsbasis aus, so ergibt sich:

1 0)(1 1 1 1

L1 ~ o 1|5 o o0 o0
W=(14JD A |1 0|[3] ud B=|-1 0 O,

10|[4 0 -1 0

1 0)(2 0 0 -1

so daR anhand der Nullelemente in der zweiten Spalte von A sofort die fiinfte Beobachtung als Re-
striktion erkannt wird (die zweite Spalte von A enthalt lediglich Nullelemente).

Beispid 2:
12 5 3 1 0 3
8 1 2 1 2 -2
4 10 I
A6 11 B=l1 2 0
2 01 -4 -1 0
1 20 -2 0 -

Wahlt man als Beobachtungsbasis{1,2,3}, so erhdlt man
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1 0 0)(1 o 0o 1
0 1 02 2 2 i
e 0O 0 1|3 5=| 2+ -3 %
102 7|4 -1 0 o0
0 3 -3||5 0 -1 0

2 "3 w)\8 0 0 -1

und erkennt die latente Restriktion (1,6) der Ordnung 2 anhand der Nullelemente in der ersten Spalte
von A . Wirde man jedoch als Beobachtungsbasis { 1,2,6} wahlen, so ergibt sich

1 0 0)(1 1 1 2
0 1 o0l|2 2 -1 3
_|lo o 1|ls _ |2 2 a
A=l1 2 214 B=11 0 o
1 -1 2|5 0 -1 0
2 3 4|3 0 0 -1

d. h. die latente Restriktion (1,6) zeigt sich nicht mehr anhand von Nullelementen in A, sondern

durch die paarweise lineare Abhangigkeit der Spalte 1 und Spalte 3in A bzw. der linearen Abhangig-
keit der Zeilen 1 und 3 im orthogonalen Komplement B .

Beispid 3:
15 4 3 2 1 4
1 20 - -1 1
A = 5 2 2 = % 0 _%
6 1 1 -1 -2 0
2 01 -4 -1 0
4 10 -2 0 -1

Anhand der Indexmengen erkennt man die latenten Restriktionen (1,2,3) und (1,4,6). Wahlt man als

Beobachtungsbasis z. B. {1,2,3} so ergibt sich

1 0 0)(1 1 0 4
0 1 0112 i A
A=l O 1|3 B=|"i 1 3
|2 Td a4 -1 0 o0
0 -3 2|5 0 -1 0

7 & i) \8 0 0 -1

Die latente Restriktion (1,4,6) zeigt sich in der ersten Spalte von A, weil nur die Beobachtung Nr. 1
in der Beobachtungsbasis vorhanden ist. Die latente Restriktion (1,2,3) zeigt sich alerdings nicht

direkt. Sie auRert sich jedoch in Form von linearen Abhangigkeitenin A (die Summe der drei Spalten

in A erzeugt den Nullvektor). Beide latenten Restriktionen wiirden sich nur dann direkt zeigen, wenn
man als Beabachtungshasis etwa{ 3,4,5} wahlen wirde.

Folgerung 7: Enthélt die Matrix A insgesamt u latente Restriktionen, so zeigt sich dies stets in der
Normalform anhand von Nullelementen.
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Beweis. Da jede Beobachtungsbasis mindestens eine der latenten Restriktionen enthalten muf3, jedoch
nur u Beobachtungen dazu gehdren, muid von jeder latenten Restriktion genau eine in der Beobach-
tungsbasis enthalten sein. Die Aussage folgt damit aus Satz 9.

Bel den bisherigen Betrachtungen wurde davon ausgegangen, dal3 durch Streichung einer gewissen
Anzahl von Beobachtungen aus dem Design A eine verbleibende Beobachtung zur Restriktion wird.
Das folgende Beispiel zeigt jedoch, dal? dabei auch mehr al's eine Restriktion entstehen kann.

Beispid 5:
1 00
0 1 0
A=|0 0 1
0 0 1
2 -11

Durch Streichung der letzten Beobachtung werden die erste und die zweite Beobachtung zur Restrik-
tion. Anhand der Indexmengen erhélt man folgende latente Restriktion in Beispiel 5: (1,5) und (2,5),
die Uber die gemeinsame Beobachtung 5 miteinander verbunden (verkettet) sind. Dies fuhrt nun zur
folgenden Veralgemeinerung:

Definition 3: Mehrere latente innere Restriktionen der Ordnung m heif3en verkettet, falls sie (m-1)
gemeinsame Indizes enthalten.

Folgerung 8: Es mdge eine Gruppe von k latenten inneren Restriktionen der Ordnung m existieren.
Durch entsprechende Zeilen- und Spaltenvertauschungen in der Designmatrix A kann dann stets er-
reicht werden, dal3in einer Normalform zu A gilt:

A = E A — '&11 512 TEEN -
A (A) A (0 Azzj mit A, (m-1k) (22)

Beweis. Wir wahlen eine Beobachtungsbasis so, dal3 die gemeinsamen Indizes, die zur Verkettung
fuhren, nicht darin enthalten sind. Demzufolge gehdrt zur Beobachtungsbasis von jeder dieser verket-
teten latenten Restriktionen genau eine zur Beobachtungsbasis. Die Struktur (22) ergibt sich damit aus
Satz 9.

Folgerung 8 gestattet nun auch eine Erkennung latenter innerer Restriktionen schon anhand des ur-
springlichen Designs von A.

Folgerung 9: Die Design-Matrix A weise nachstehende Blockstruktur auf (eventuell erst nach ent-
sprechender Zeilen- und Spaltenvertauschung)

A A .
Az( 011 AZJ mit A, (n,u,), rgA, =U, =U-U, (23)

Dann gibt es u, verkettete, latente innere Restriktionen héchstens der Ordnung (n;—u;+1).

Beweis. Fir die Teillmatrix Ay in (23) gilt: rg A1 = Uy, dastetsrg A = u vorausgesetzt wird.

Die Erzeugung der Normalform A kann nun in zwei aufeinanderfolgenden Schritten durchgefiihrt
werden. Zundchst werde durch die ersten u; Spalten in A eine (uy,u;) Einheitsmatrix E; erzeugt und
damit folgendes Teilergebnis erzielt:

223



A =| Ay E‘lz mit Ay (N, = Uy, uy) (24)
A

Aufgrund von rg A,, = U, kann dieser Prozel3 nun fir die letzten u, Spalten von Kl durchgefiihrt wer-
den, wobel sich die ersten u; Spalten nicht mehr andern. Durch entsprechende Zeilenvertauschungen
erhat man:

E, O
— 0 E,
A= % ~ 25
Y An '512 (@)
0O A

Die Aussage ergibt sich damit aus Folgerung 8.

Die Aussage von Folgerung 9 stellt dabel eine Verallgemeinerung eines Ergebnisses von (TUCHSCHE-
RER, 1995) dar, worin der Spezidfall n, = u; dargestellt wurde. Man beachte, dal? hierbei die Bedin-
gung rg A,, = U, automatisch wegen rg A = u erfillt ist.

In konsequenter Fortfiihrung der bisherigen Uberlegungen betrachten wir das schon weiter oben ange-
fuhrte Beispiel 4:

5 3 -1 2

9 4 -1 3
|13 5 -1 4
A=l'2 2 52
4 3 8 3

6 4 11 4

Wie schon weiter oben beschrieben wurde, fihrt hierbei die Streichung einer beliebigen Beobachtung
dazu, dal3 eine andere verbleibende Beobachtung zur Restriktion wird. Die Ursache hierfur erkennt
man sofort in der Normalform:

>|
I

N O O OO
N O OO R O
oM O R, OO
oM R, OO0 O
oe]
I
O prkr- O O
O O oMMk

NOTh O PR W

NOORRORFRP W

|
=

Die Streichung der zweiten Beobachtung fuhrt dazu, daf3 die Beobachtungen 1 und 3 zu Restriktionen
werden (analog fur die 5. Beobachtung, dann werden die 4. und die 6. zu Restriktionen). Im orthogo-
nalen Komplement B erweisen sich die Beobachtungen 1, 2 und 3 sowie 4, 5 und 6 as Mehrfachbe-
obachtungen. Offensichtlich gibt es zwei Gruppen verketteter, latenter innerer Restriktionen, namlich

1) (23,21
2) (5,4),(5,6)

Die Matrix A weist eine Blockstruktur mit zwei komplementaren Nullbldcken auf. Offenbar kann
diese Blockstruktur durch Basistausch in der Beobachtungsbasis nicht zerstort werden, da ein solcher
Tausch nur innerhalb der Beobachtungsgruppen {1,2,3} bzw. {4,5,6} erfolgen kann. Letztlich ver-
weisen wir nochmals auf die Tatsache, dai3 der orthogonale Projektor C ebenfalls eine entsprechende
Blockstruktur aufweist. Dies bedeutet jedoch, dal3 es sich in diesem Fall um zwei vollig unabhéngige
Ausglel chungsprozesse zwischen den Beobachtungen 1, 2, 3 bzw. 4, 5, 6 handelt.
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Wir wollen nun diesen Sachverhalt verallgemeinern. Wir betrachten zu diesem Zweck den Spezialfall
(22), der dem Zerfall der Design-Matrix A entspricht.

Folgerung 10: Die Design-Matrix A besitze (gegebenenfalls nach entsprechender Zeilen- und Spal-
tenvertauschung) folgende Struktur:

— All O
SN @)
mit spaltenreguléren Blocken A1 (Ng,Uy), Ags (Ny, Uy):
N>u;, NZ2UW, +N=n, Uy +U=U.

Dann weisen sowohl die Normalgleichungen als auch der orthogonale Projektor eine entsprechende
Blockstruktur auf:

ALA 0 C 0
ATA :[ 110 1 AT A j, C=( 61 szj, Cu(ng,ng), Cy(ny,ny) (27)
272

Die Aussage von Folgerung 10 stellt eine bekannte Tatsache dar und ergibt sich durch direkte Berech-
nung von AT A bzw. C.

Das Beispiel 4 zeigt jedoch, dal? sich diese Blockstruktur der Form (26) nicht automatisch (als Folge
der &ul¥eren Geometrie der Ausgleichung) aufzeigt. Der nachstehende Satz zeigt, dal3 sich diese Eigen-
schaft anhand einer beliebig gewahlten Normalform aufzeigen 1&X.

Satz 10: Der orthogonale Projektor C weist genau dann eine Blockstruktur der Form (27) auf, wenn in
einer Normalform eine analoge Blockstruktur in A auftritt:

+_(EY z_(Ay O L= -
A :(;&), A :( 011 i J mit A (0, —u,u), An,(n, —Uu,,Uy) (28)
22

Beweis. Die erste Behauptung in Satz 10 (Blockstruktur des Projektors C) ergibt sich aus Folgerung
10 und der Tatsache, dal? die Blockstruktur in (28) ein Speziafall von (26) ist. Wir setzen nun die
Gestalt (27) fur C voraus. Aus der Symmetrie und der Idempotenz von C ergibt sich unmittelbar:

CnT =Cu, szT =Cx, Cn2 =Cu, sz2 =Cx. (29)

Aufgrund von (29) a3t sich der Projektor C in die Summe zweier Projektoren zerlegen:

cC, O 0O O
C=C,+C, :( 61 Oj+(0 szj

Damit gilt weiterhin: sp C; = uy, sp C, = U, mit u; + U, = u. Die Projektoren C, und C, projizieren den
R" auf einen u,- bzw. uy,-dimensionalen Unterraum U, bzw. U,, die sich als direkte, orthogonale Zerle-
gung von U interpretieren lassen. Aus der Invarianz der Unterrdume beziiglich der Projektoren ergibt
sich bei entsprechender Blockung der Matrix A gemal3:

A, A .
A:(Az AZJ mit Ay (N, uy),  Agp(ng,usy)
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und somit
— All 0
=" A )

Die entsprechende Blockstruktur (28) in der Normalform ergibt A sich nun durch zweimalige An-
wendung von Folgerung 9. Die Tatsache, dal dies unabhangig von der gewahlten Beobachtungsbasis
zur Erzeugung der Normalform ist, erkennt man sofort daran, dal3 bei eéinem méglichen Basistausch in
(28) die Blockstruktur erhalten bleibt.

Zum Abschlu3 noch einige Ausfiihrungen Uber den Zusammenhang zwischen latenten inneren Re-
striktionen und dem sogenannten Freiheitsgrad einer Ausgleichung. Dazu werden zunéchst folgende
bekannte Tatsachen verifiziert. Restriktionen tragen nicht zur Ausgleichung bei, so dai? der Freiheits-
grad um die Anzahl der vorhandenen Restriktionen vermindert werden muf3. Ebenso verringert sich
der Freiheitsgrad beim Streichen einer gewissen Anzahl von Beobachtungen entsprechend. Streicht
man nun (m—1) Beobachtungen einer latenten Restriktion m-ter Ordnung, so entsteht bekanntlich eine
Restriktion, so dal3 der verbleibende Freiheitsgrad nicht (n—u) — (m-1), sondern (n—u) — m entsteht.
Dieser Umstand eines verkleinerten Freiheitsgrades wird durch das V orhandensein verketteter |atenter
Restriktionen noch verstérkt.

Anaoge Betrachtungen kénnen nun auch fir das orthogonale Komplement aufgestellt werden. Wir
betrachten dazu entsprechende Normalformen:

E\L sei die Matrix, die durch Streichung einer Zeile in AT entsteht (will man eine Beobachtung

(Zeile) streichen, die der Einheitsmatrix E in entspricht, so ist diese zunichst durch Basistauschin AT
einzutauschen, was stets moglich ist, falls diese Beobachtung keine Restriktion in B darstelt). Damit
ergibt sich nun durch Ubergang zum orthogonalen Komplement:

— AT — E
=% - Ae=(%)

Die Normalform KR entsteht jedoch aus A durch Streichung einer Spalte in A (Unbekannte im

Modell (16)) und Streichung der entstehenden vollredundanten Beobachtung. Der Freiheitsgrad bleibt
dabei erhalten. Analoges gilt fir das Streichen mehrerer Beobachtungen im orthogonalen Komple-
ment. Stehen jedoch die gestrichenen Beobachtungen im Zusammenhang mit latenten Restriktionen
im orthogonalen Komplement, so verringert sich der Freiheitsgrad um mindestens 1.

2.4 Zusammenhange zwischen multilinearer Graflmann-Algebra, Plucker-Koordinaten und
Normalform

Wir verdanken Herrn Prof. Dr. mult. Erik W. Grafarend wertvolle Hinweise und Bemerkungen, die
auf wichtige Zusammenhange zwischen der von uns entwickelten Theorie und der multilinearen
Gralimann-Algebra verweisen. Wir mochten uns auch an dieser Stelle nochmals fir die wertvollen
Anregungen bedanken. Im Folgenden sollen diese Zusammenhange skizzenhaft aufgedeckt werden.
Wir beginnen zunachst mit der Einfuhrung der grundlegenden Begriffe dieser algebraischen Theorie.
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Definition 4: Unter dem Gralimann-Biindel G(n,u) Uber dem R" verstehe man die Menge aler u-di-
mensionalen Unterraume des R"™;

Gnu)={UOR"|dmU=u} O0<us<n (30)

Eine fundamentale Beziehung zwischen den Gralmann-Bindeln G(n,u) und G(n,n-u) ist durch die
Dualisierung (auch Hodge-Dualisierung, Sternoperator genannt) gegeben. Sie beruht auf der Tatsache,
daR sich jedem u-dimensionalen Unterraum U O G(n,u) ein sogenannter Dualraum U” O G(n,n-u) in
eineindeutiger Weise zuordnen |&Rt. Dieser Dualraum U’ ist jedoch nichts anderes als das orthogonale
Komplement U" zu U. Wir vermerken, dal? auch bei unseren Untersuchungen dieses orthogonale
Komplement von entscheidender Bedeutung ist. Aus algebraischer Sicht vermittelt die Dualisierung
eine Bijektion zwischen G(n,u) und G(n,n-u).

«  G'(n,u) = G(n,n-u)
(31)
« UOG(NU) « U =U"0G(n,n-u)

Eine weitere wichtige Begriffsbildung erzeugt einen Zusammenhang zwischen den Vektoren des
Raumes R" und den Elementen der GralRmann-Biindel. Dabei handelt es sich um das sogenannte K eil-
produkt (auch &ufieres, schiefes oder Graldmann-Produkt genannt). Aus Platzgriinden verzichten wir
hier auf eine tiefgreifende algebraische Einfuhrung des Keilprodukts (siehe z. B. NEUTSCH, 1995),
sondern beschrénken uns auf einige wesentliche Zusammenhange.

Sei dazu U O G(n,u) gegeben. Wir wahlen nun eine Basisin U, die aus u linear unabhéngigen Vekto-
ren a, ... ,a" 0 U besteht. Diese spannen den Unterraum U auf, oder anders ausgedriickt, U ist die
algebraische direkte Summe der durch @, i =1, ... , u erzeugten eindimensionalen Unterréume. Die-
sen Zusammenhang zwischen den Vektoren a [0 R" und dem Unterraum U driicken wir nun durch das
Keilprodukt aus:

Uza'Oa’d .0 a“ (32)
Umgekehrt wird hierdurch bei Vorgabe von u linear unabhéngigen Vektoren aus R" auch ein be-

stimmter Unterraum U O G(n,u) erzeugt. In der Literatur wird gezeigt, dai3 dieses Produkt multilinear
und antisymmetrisch ist. Wir verdeutlichen dies anhand der 2-er Keilprodukte:

« a'lla=- a1l a* (Umkehr der Orientierung)
« (aa)Da%= aall a? (33)
. (@'+a’)0akt a0 a? afl a®
Im Fall der linearen Abhangigkeit kann man das Keilprodukt as nulldimensionalen Unterraum cha-
rakterisieren, so dal? der Nullvektor im Keilprodukt genau wie die Zahl 0 bei gewohnlichen Zahlen-

produkten wirkt. Die Dudisierung eines Keilproduktes, bestehend aus u Faktoren, bewirkt ein Keil-
produkt aus (n-u) Faktoren:

Uza'O..0a" - U="bll O b"™", (34)

wobei dieb' [ R"eine Basisim U" = U” bilden.
Im R® geht die Beziehung (34) tber in:

‘(@ 0a’) =a' x a?,

also das Kreuzprodukt zweier Vektoren des R,
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Wir wenden uns nun der Frage der Parametrisierung der Elemente des Gral3mann-Bindels G(n,u) zu.
Durch das Keilprodukt ist direkt eine mdgliche Parametrisierung in Gestalt einer spaltenreguléren
Matrix A vom Format (n,u) induziert:

A= (a,--)j:l’”"u =(a*...a")

1 i=1...n

Jeder der Spaltenvektoren a [ R" kann nun aber auch als Linearkombination bzgl. der kanonischen
Basis des R" dargestellt werden:

a = iaﬂ-ej (35)

=1

Unter Benutzung der Eigenschaften des K eilprodukts erhélt man:

n n
a'd..0 at ae|0.0Yae|= $d ,€ert0.06ev (36)
.Zl j le i > b,

i1<..dy

In (36) stellen die GrofRen d; ;, jedoch nichts anderes als die Plicker-Koordinaten dar. In diesem
Zusammenhang stellen sie eine Parametrisierung von U bzgl. der Keilprodukte der kanonischen
Basisvektoren des R" dar. Ein Vorteil dieser Parametrisierung von U 00 G(n,u) besteht in der sehr ein-
fachen Méglichkeit der Dualisierung, da sich die Pliicker-K oordinaten von U" direkt aus den Pliicker-
Koordinaten von U ergeben (siehe (21)). Die Darstellung von (36) impliziert auch die Aussage, dal3

n
u
im Weiteren darlegen werden. Wir vermerken dazu zunéchst, dal3 die Pllcker-Koordinaten nicht

unabhéngig voneinander gewahlt werden kénnen, da zwischen ihnen die schon erwahnten Plicker-
relationen bestehen. Am deutlichsten wird dies anhand des Konzepts der Normalform:

die Dimension des Gral3mann-Bindels G(n,u) gleich ( ) ist. Diese Aussage ist jedoch falsch, wie wir

Wie dargelegt wurde, sind die Elemente von A selbst entsprechende Pliicker-K oordinaten, alle ande-
ren Plicker-K oordinaten lassen sich durch algebraische Funktionen aus diesen berechnen. Frei wahl-
bar sind nur digjenigen Pliicker-K oordinaten, die den Elementen von A entsprechen. Dies sind aber
nur u - (n-u) Plicker-Koordinaten, hinzu kommt nur die Plicker-Koordinate, die der Beobachtungs-
basis (Einheitsmatrix in A ) entspricht. Durch die Normalform ist auch der Ubergang von den Pliicker-
Koordinaten zur Matrixdarstellung bzw. Darstellung als Keilprodukt von U gegeben. Man wahle dazu
eine beliebige nicht verschwindende Pliicker-K oordinate und dividiere alle Pliicker-K oordinaten durch
diesen Wert. Die gewdhite Plicker-Koordinate entspricht der Beobachtungsbasis (Einheitsmatrix in
A). Die Elemente von A erhdt man dann aus denjenigen Plicker-Koordinaten, die zur Beobach-
tungshasis in dem Sinne assoziiert sind, dal? sie genau u-1 Indizes aus der Beobachtungsbasis enthal-
ten. Alle anderen Pliicker-K oordinaten werden zur Konstruktion von A bzw. U nicht benétigt. Damit
erhélt man abschlief3end folgendes Ergebnis.

Satz 11: Esqilt:
dimG(n,u) =dmG' (n,u)y=u-(n-u) +1 (37)

Interessant ist in diesem Zusammenhang folgende Aussage.
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Folgerung 11: Esgilt:
(njzuEQn—u) +1 -

u
* n<3,0<uc<3

* nON,ul0{0,1} undu{n-1,n}

Somit treten abweichende Effekte gegeniiber der bisherigen Theorie erst ab n =4 auf. Eine weiter-
gehende agebraische Diskussion kann durchaus wichtige neue Erkenntnisse tUber die Struktur der
Gralimann-Bundel erbringen.

3 Fazit und Ausblicke

Die innere Geometrie eines Ausgleichungsproblems stellt sich dar als Geometrie desienigen Unter-
raumes U aus R" (Beobachtungsraum), auf den projiziert werden soll. Diese Geometrie hat wesentli-
chen Einflul? auf die Ergebnisse der Ausgleichung (Projektion auf U entspricht den ausgeglichenen
Beobachtungen, unbekannte Parameter, die Projektion auf U" entspricht den Verbesserungen). Insbe-
sondere sind geometrische Besonderheiten aufzudecken, die durch eine spezielle Lage von U bzw. U"
im R" entstehen.

Diese Félle werden durch den hier neu eingefiihrten Begriff der latenten Restriktionen charakterisiert,
der eine Veradlgemeinerung des bekannten Begriffes der Restriktion darstellt. Durch latente Restrik-
tionen werden Beobachtungsgruppen (in U bzw. U") charakterisiert, die sich zwar gegenseitig kon-
trollieren, jedoch nicht durch die restlichen Beobachtungen kontrolliert werden konnen. Den theoreti-
schen Rahmen fiir die latenten Restriktionen bilden die sogenannten Pl licker-K oordinaten.

L atente Restriktionen entstehen durch verschwindende Plicker-K oordinaten, die wiederum durch ent-
sprechende Indexmengen systematisch aufgedeckt werden kdnnen. Der hohe numerische Aufwand zur
Berechnung der Pliicker-Koordinaten kann durch einen Ubergang zur sogenannten Normalform der
Designmatrix (Plicker-Gralmann-Basis) vermindert werden.

Der Zusammenhang zwischen latenten Restriktionen und speziellen Beobachtungsbasen zur Erzeu-
gung der Normalform wird charakterisiert. Damit kdnnen nun Begriffe wie Restriktionen, Mehrfach-
beobachtungen, Kolinearitéten, zerfallende Ausgleichungsprobleme usw. in einen gemeinsamen Kon-
text gestdlt und auch bearbeitet werden. Mit den hier dargestellten theoretischen Grundlagen kénnen
nun weiterfiihrende Untersuchungen zur Geometrie von Beobachtungen angestellt werden. Wir erken-
nen hierflr zwel wesentliche Richtungen

1) Die Kenntnis latenter Restriktionen muid sich zwangslaufig auch in der Struktur und der Anwen-
dung statistischer Testverfahren niederschlagen. Die Vorstellung, durch Streichung von Beob-
achtungen bzw. Unbekannten den Einfluld dieser GrofRen auf das Gesamtergebnis zu charakterisie-
ren, ist in der Literatur mit dem Begriff ,, Omission Approach* belegt (CHATTERJEE, HADI, 1988).
Die Schwierigkeit bei der Anwendung liegt vor alem darin, gesichert zu erkennen, welche Gro-
Zen (bzw. Gruppen von GrofRen) gestrichen werden sollen. Die praktische Durchrechnung aller
moglichen Kombinationen ist von unvertretbar hohem numerischen Aufwand. Durch die Aufdek-
kung latenter Restriktionen werden somit wertvolle, ja unverzichtbare a priori Informationen fir
die statistischen Verfahren der Ausgleichungsrechnung geliefert.

2) Von grolem praktischen Interesse sind auch digenigen Félle, die geometrisch bzw. numerisch
sich ,in der Ndhe" von latenten Restriktionen bewegen. Diese Féle zeichnen sich durch ver-
gleichsweise , kleine* Plicker-Koordinaten bzw. betragsmalig kleine Elemente in der Normal-
form aus, wobei wiederum das Problem der ,richtig” gewahlten Beobachtungsbasis zur Erzeu-
gung der Normalform entscheidend ist. Erste Untersuchungen zeigen einen wichtigen Zusam-
menhang mit den Balancierungsfaktoren (JURISCH, KAMPMANN, 1998). Diese Balancierungsfak-
toren resultieren aus einem Vergleich zwischen Ist-Geometrie einer Ausgleichung und einer
idealen Soll-Geometrie (Design im Beobachtungsraum) und geben bei entsprechender Normie-
rung durch ihre GroRenverhdtnisse untereinander Informationen Uber besondere geometrische
Verhdtnisse der Ausgleichung.
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