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Einleitung

Physikalische Grundlage der Ausmessung des Gravitationsfeldes der Erde sind die Feld- und Bilanz-
gleichungen der am Mef3prozel? beteiligten physikalischen Systeme. Die Bilanzgleichungen beschrei-
ben die GesetzmaRigkeiten bel der Wechselwirkung der physikalischen Systeme. Unter Wechselwir-
kung wird dabei der Austausch dynamischer Grof3en, wie Energie, Impuls, Drehimpuls, usw. verstan-
den. Jeder Mel3apparat stellt ein physikalisches System dar, in dem der Austausch dynamischer Gro-
3en in kontrollierter, d.h. bekannter und geeichter Form ablauft. Sind die Trager des Transports von
Energie und Impuls durch materielle Korper modellierbar, dann sind sie i.a. einer kinematischen Beo-
bachtung zuganglich. Die Wechselwirkung kann in diesem Fall durch kinematische Variable beschrie-
ben werden und es kénnen Bestimmungsgleichungen flr die Parameter des Gravitationsfeldes formu-
liert werden. Kinstliche Satelliten im Gravitationsfeld der Erde reprasentieren einen solchen "Mef2ap-
parat". Die klassische Methode der Satellitengeodasie beruht auf der Analyse kinematischer Effekte
akkumulierter Bahnstérungen zahlreicher Satelliten unterschiedlicher Bahnneigung und Flughthe. Das
hat zur Folge, dal3 sich der Mef3prozel? Uber ein gewisses Zeitintervall erstreckt. Sowohl Feldparameter
als auch zuzuordnende Zeitpunkte lassen sich nicht in lokalisierter Form angeben. Zukinftige satelli-
tengestitzte M ef3methoden beruhen dagegen auf einer lokalen Ausmessung des Gravitationsfeldes und
zwar hinsichtlich des Orts- als auch des Zeitbereiches. Zur lokalen Ausmessung bieten sich insbeson-
dere Energieaustauschbeziehungen des Sensors mit dem Gravitationsfeld an. Das Ziel der vorliegen-
den Arbeit ist, die Bilanzgleichungen flr den Energieaustausch zwischen den am Mef3prozef? beteilig-
ten Korpern und dem Gravitationsfeld sowie Energie- und Bewegungsintegrale zu formulieren. Die
abgel eiteten Beziehungen lassen sich sowohl zur Bestimmung von Parametern des Gravitationsfeldes
verwenden, als auch zur Analyse und Validierung der Ldsungen (z.B. Jekeli, 1998).

Fur die vorliegende Problemstellung wird eine Beschreibung der Mechanik zugrunde gelegt, die auf
einen Vorschlag von Falk (1966), bzw. Falk und Ruppel (1973, 1976) zuriickgeht. Sie ist in das Ge-
baude der Thermodynamik integriert und unterscheidet sich in gewissen Details von der gewohnten
Betrachtungsweise. Naturlich handelt es sich hierbei um keine neue Formulierung der klassischen Me-
chanik, Falk zeigt vielmehr, dal3 bei spiel swei se die gewohnte Hamilton-Theorie a s thermodynamische
Beschreibung der Mechanik angesehen werden kann (Falk, 1990). Diese Beschrelbungsweise kann im
Falle der Betrachtung von Energie- und Energieaustauschbeziehungen zwischen den Teilen eines me-
chanischen Systems vorteilhaft angewendet werden.

1 Diedynamische Formulierung des Problems

Ein physikalisches System, bestehend aus Korpern und Feldern, kann durch den Austausch von dy-
namischen Grof3en wie Energie, linearer Impuls, Drehimpuls, etc. mit anderen physikalischen Syste-
men beschrieben werden. Sind alle austauschbaren Grof3en bekannt, dann ist das dynamische Gesamt-
system vollstandig beschrieben, ebenso wie die Prozesse, an denen das physikalische System teil-
nimmt. Eine wichtige Austauschgrof3eist die Energie, die in verschiedenen Formen ausgetauscht wird.
Jede Energieform definiert ein Paar zueinander konjugierter Variabler, die ,intensiven und die , ex-
tensiven® GroRen. Der Energieaustausch geschieht dabei durch die Anderung der extensiven Variab-
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len. Das Produkt aus einer intensiven Grofze und dem Differentia einer extensiven Grof3e ergibt die E-
nergieform.
Physikalische Prozesse konnen durch Angabe aler unabhangiger Energieformen dE; =¢,; dX; be-

schrieben werden, in denen das System Energie austauschen kann. Die Anderung dE der Energie E
des Gesamtsystems wird durch die folgende Pfaffsche Form, die sog. Gibbssche Fundamentalform
des Systems, dargestellt:

dE=Y & dX, (L)

Die physikalischen Systeme selbst sind durch die funktionale Abhangigkeit der Energie E von alen
extensiven Grofien X; beschrieben. Die Funktion E(X, X,,.....,X,), die die Abhangigkeiten von den

extensiven Groéfden beschreibt, wird als eine Gibbssche Funktion des Systems bezeichnet. Die intensi-
ven Variablen sind durch die partiellen Ableitungen der Gibbsschen Funktion nach den konjugierten
extensiven Variablen bestimmt:

g, = D S 12

Kinematische Bewegung ist Ortsveranderung geometrischer Punktkonfigurationen. Sie kann durch die
zeitlichen Veradnderungen der Ortsvektoren r(t) der geometrischen Punkte beschrieben werden. Die
Ableitungen der Ortsvektoren nach der Zeit definieren die kinematischen Geschwindigkeiten dr / dt.
Im Falle einer starren Punktkonfiguration kann die kinematische Bewegung auch durch den Ortsvektor
des Massenzentrums und den Orientierungsvektor ¢ (t) der Punktkonfiguration beschrieben werden.
Damit kann die kinematische Bewegung der einzelnen Punkte des starren Koérpers beschrieben wer-
den. Kinematische Bewegung ist also mit dem Begriff der Bahn eines geometrischen Punktes eng ver-
knupft.

Von der kinematischen Bewegung muf3 die dynamische Bewegung unterschieden werden. Unter dy-
namischer Bewegung versteht man den Transport von Energie und Impuls. Wahrend die kinematische
Geschwindigkeit die Bahngeschwindigkeit eines materiellen Punktes angibt, gibt die dynamische Ge-
schwindigkeit v die Geschwindigkeit des Energie- und Impulstransportes an. Besteht der Energie-
Impuls-Transport in der Bewegung eines geometrisch lokalisierbaren Korpers, beispielsweise eines
Massenpunktes, so sind dynamische und kinematische Geschwindigkeiten gleich: v =dr / dt. Man be-
achte aber, dal? es kinematische Bewegungen gibt, die keine dynamischen sind und umgekehtt.

Zur kinematischen Beschreibung der Bewegung des vorliegenden physikalischen Systems sind geeig-
nete Modelle einzufuhren. Wahrend zur mathematischen Beschreibung des Systems ,, Gravitations-
feld“ eine Feldfunktion verwendet wird, eignet sich zur Beschreibung des starren Kérpers , Erde* das
mathematische Bild einer starren Punktkonfiguration und fur die Satelliten die Bilder von geometri-
schen Punkten. Kinematische Bewegung wird damit als kontinuierliche Aufeinanderfolge von rdum-
lich geometrischen Punktkonfigurationen beschrieben. Beschrieben wird diese Aufeinanderfolge
durch die Ortsvektoren zum Massenzentrum bzw. zu den die Gbrigen Korper reprasentierenden Punk-
ten durch die kinematischen Geschwindigkeiten dr; / dt bzw. durch die auf das Massenzentrum bezo-

gene kinematische Winkelgeschwindigkeit d¢, / dt.

In der vorliegenden Darstellung wird der Auffassung von Falk und Ruppel (1973, 1976) gefolgt und
angenommen, dai? das Gravitationsfeld ein eigenes physikalisches Gebilde ist, das nicht von den gra-
vitierenden Korpern erzeugt wird, sondern von ihnen lediglich in seinem Zustand gedndert werden
kann. Diese Zustandsidnderungen werden durch trandatorische und rotatorische Verschiebungen der
Korper im Feld herbeigefiihrt. Die Zustandsénderungen des Feldes beschrénken sich dabei nur auf den
Energieinhalt des Gravitationsfeldes (in der hier angenommenen statischen Naherung). Das Gravitati-
onsfeld vermittelt zwar den Impuls- und Drehimpul saustausch sowie den Energieaustausch zwischen
den Korpern, behdt aber von den dabei aufgenommenen und transportierten Impulsen und Drehim-
pulsen nichts zuriick, wogegen es von der Energie einen Teil zurlickbehalten kann (Falk und Ruppel,
1973, S.194). Sind Gesamtimpuls, Gesamtdrehimpuls und Gesamtenergie eines beliebigen (abge-
schlossenen) Systems von wechselwirkenden Korpern und Gravitationsfeld konstant, so ist das
zugrunde liegende Bezugssystem ein Inertialsystem. Ist das nicht der Fall, so ist ein weiteres Gebilde
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beteiligt, mit dem das System wechsalwirkt, d.h. mit dem es Impuls, Drehimpuls und Energie aus-
tauscht. Dieses weitere System ist das Tragheitsfeld. Das Tragheitsfeld wechselwirkt mit jedem Ge-
bilde, das Energie und Impuls besitzt.

2 DasSystem , Erdet+Satellit-1+Satellit-2+Gravitationsfeld”

Die Gibbssche Funktion fur das abgeschlossene physikalische System , Erde+Satellit-1+Satellit-2+
Gravitationsfeld“ kann in Abhangigkeit von den extensiven Variablen folgendermal3en angeschrieben
werden (I1k, 1983a,b; Abb. 3.1):

E(PL, PPl o (Tl )=TP pupal )+V(r, i =042 ¥ E, . (2.1

E, ist die innere Energie des Gesamtsystems und T(p,,p,,P,,L; ) die kinetische Energie der beteilig-
ten Korper

1pi ,1p: 19 1, 1
T DD, =—-r0 4 =M 4 =2 47 il ’ )
(Po,P1 P, L) oM. am T, Sbo L (22)
mit den Massen M, der Kdrper und dem Tragheitstensor T, der Erde. Die kinetische Energie setzt

sich aus trand atorischen und rotatorischen Anteilen zusammen. Das System ,, Gravitationsfeld“ kann
als raumlich ausgedehntes Gebilde betrachtet werden, das sich dadurch &ul3ert, dal3 in jedem Raum-
punkt Kréfte auf Massenpunkte wirken. Als geeignetes mathematisches Darstellungsmittel wird eine

Funktion \7(rj ] =0,12;¢,) gewahlt, die die potentielle Energie der Gravitationswechselwirkung al-
ler beteiligten Korper beschreibt. Sie lautet fir den vorliegenden Fall (Abb. 3.1):

V(i 2082008 Vol 0 Fo Vit L0 ¥ V() - 23)

Dem betrachteten physikalischen System , Erde+Satellit-1+Satellit-2+ Gravitationsfeld* kann Energie
durch Anderung der Bewegungsenergie Uber die Anderung der linearen Impulse v, [dlp, durch Ande-
rung der Rotationsenergie lber die Anderung der Drehimpulse d ; AL, sowie durch Anderung der
Verschiebungsenergie Uber eine Trandation —K ; [dr; bzw. Orientierungsanderung M, [dip; der be-
teiligten Korper zugefthrt oder entzogen werden. Die in den Energieformen auftretenden Grof3en sind
die Geschwindigkeiten der Massenzentren v, die Anderungen der linearen Impulse dp;, die Winkel-
geschwindigkeit der Erde d,, die Anderung des Drehimpulses der Erde dL ., die Gravitationswech-
selwirkungskréfte K, die Lageanderungen dr;, das Gravitationswechselwirkungsdrehmoment M
und die Orientierungsanderung d¢ , .

Die intensiven Variablen ergeben sich durch partielle Ableitungen der Gibbsschen Funktion nach den
konjugierten extensiven Variablen. Fiir die dynamischen Geschwindigkeiten erhat man:

V. :aE(pD'p17p2'LD '9 Dr 'rl'rz) :& J - D,l,2 ,

i o, M, , (2.4
entsprechend fur die dynamische Winkelgeschwindigkeit der Erde
d, = 0E(P, Py PasLy 1§ of L1ul) =T m, (2.5)
oL,
fir die Kréfte zufolge Gravitationswechsel wirkung:
_ OE(Py, PP L ol Th) o 5 -
_Kj - oM 2arj 8] 172 _DFJ\/: ZD ”ﬁ— ZK“(, i, kO 12, (2.6)

K#j K#j

sowie fir das (in diesem Fall zu vernachlssigende) Drehmoment zufol ge Gravitationswechselwirkung
mit den Satelliten:

193



aE(pD1p11p2’LD ’@ ol 'rl'rz) — 7 2 7 2
-M, = —XXDXV“— XXDXEV - EM . 2.7
O P . 2 Ok 2 Ok ( )

Der Verschiebungsoperator Drj und der auf das Geozentrum bezogene Drehoperator x x [0, , ange-

wendet auf die potentielle Energie der Gravitationswechselwirkung, ergeben die Anderungsraten der
Verschiebungsenergie bel infinitesimaler Trandation des Korpersj als Ganzes bzw. bel infinitesimaler
Drehung um sein Massenzentrum in folgendem Sinne:

lim ij(rj +dr)) —\7,-k(f-)

Jooxx0OV.= lim Vi@ +dp) -V, (@)
el \drj‘

x ik |d|-0 |d¢|

(2.8)

Die Gibbssche Fundamentalform beschreibt nun die Anderung der Energie E des Gesamtsystems, dar-
gestellt durch die verschiedenen Energieformen, in denen Energie ausgetauscht werden kann,

dE=d, [, +v Wp +v, dp, +v, dp, :K @dr +M @ -K, @dr, K, @r, . (2.9)

Da es sich im betrachteten Fall um ein abgeschlossenes System handelt gilt: dE = 0. Die Zerlegung
der Gesamtenergie E in Summanden hat zur Folge, dal3 in der zugehtrigen Gibbsschen Fundamental -

form (2.9) die GroRen dT, und d\7j (in hoher Naherung) totale Differentiae der kinetischen Energie
der Kérper 0,1,2 und der potentiellen Energie des Feldes sind:

2
dT, =d (@ , dT =v,dp;, aVv =‘ZHV' wd, av =‘ZKJ« dry, j=tl2. (549
=1

k#j

Ziel ig, Bilanzgleichungen fir den Energieaustausch zwischen den am Mef3prozel} beteiligten Korpern
und dem Gravitationsfeld zu formulieren. Im Falle eines ausgedehnten starren Korpers mit beliebiger
Massenverteilung wird Bewegungsenergie und (translatorische) Verschiebungsenergie bzw. Rotati-
onsenergie und (rotatorische) V erschiebungsenergie des Feldes ausgetauscht (Falk, 1973, Ik, 1983b).
Die Erhaltungssétze fur den Energieaustausch gelten fur jeden Zeitpunkt wahrend des Bewegungsab-
laufes, sie beziehen sich in dieser Form zunéchst auf ein raumfestes Bezugssystem. Dasselbe gilt fir
die Gibbssche Fundamentalform des Systems, die ja nichts anderes als die Summe der einzelnen Er-
haltungssétze ist. Die Gesamtenergie des Systems bzw. die Gibbsschen Funktion bleibt wahrend des
Bewegungsablaufes ebenfalls konstant.

Fuhrt man kinematische Geschwindigkeiten und Winkelgeschwindigkeiten ein, die sich fir das vorlie-
gende System von materidllen Korpern gleich den entsprechenden dynamischen Gréfien erweisen
(Falk und Ruppel, 1973),

_drj g d _d¢D ::(DD , (211)

A

so erhdlt man die Bilanzen fir den Energieaustausch. Es ergeben sich
fur den Energieaustausch bel trandatorischer Bewegung der einzelnen Korper (trandatorische
Einzelbewegung) mit dem Gravitationsfe d:

v; [dp, —=K, tdir;, =0 . (2.12)
bzw. durch entsprechende Umformung:
M f, @, K, @r, =0, mit K, :ZKjk :Z O Vi §k=0.12,

k#j k#j

(2.13)

und fur den Energieaustausch bei rotatorischer Bewegung der Erde mit dem Gravitationsfeld:
d, L, -M dr =0 . (2.149)
bzw. durch entsprechende Umformung:
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¢D|:E m‘é +S5 mgb E?<TD|¢ L_MD @ =0,

. _ _ - (2.15)
mit M —ZM] k—ZXXDka, k= 12.

Selbstversténdlich sind die Kraft- bzw. Drehmomentanteile, die aus dem Energieaustausch der Satel-
litenbewegung bzgl. der Erde resultieren, fur die Erde zu vernachldssigen. Fir die Erde folgt damit
sowohl fur die Trandation als auch fir die Rotation Trégheitsbewegung. Der Energieaustausch durch
diese Bewegungen soll im weiteren unberticksichtigt bleiben.

3 Energieaustauschbeziehungen im Quasi-l nertialsystem

Zur Ableitung der Energieaustauschbilanzen fihrt man in der Gibbsschen Funktion des Gesamtsys-
tems anstelle der linearen Impulse p,,,p,,p, die relativen Impulse p,P,P,, ein und anstelle der Koor-
dinaten r,r,,r, die Relativkoordinaten (Jacobi-Koordinaten) r,R,R,, (Abb. 3.1). Sie ergeben sich aus
den Transformationen (11k, 1983a):

p P, r r
P|=AT"|p,|, | R |=A|T,], (3.1)
I:)12 pD R12 E
mit den Transformationsmatrizen
M, M, My 1 1 1
M, Mo M M
— 1 2 1 AT = o % 1 , (3_2)
M,+M, M, +M, m m M, + M,
-1 1 0 __ M, M, +M, 0
M, + M, m

wobei fur die Gesamtmasse gilt m:= M, + M, + M. Die Gibbssche Funktion des Gesamtsystems |au-
tet in den neuen Variablen mit der inneren Energie E,,

E(p.P,P,. L. R,Ry,. ¢, ) =T(p, PP, L )+\7(R:R12\5b )+E (3.3)
und der kinetischen Energie,
1p®> 1P* 1P, 1 B}
T(P,P,P,,L )=+ +=12 4= 'm, , ,
(p 2 Ln) om 2M 2p, 2'—5 [ 0 (34)

mit dem Trégheitstensor T der Erde sowie den Abklrzungen M und p,, fur die reduzierten Massen

_ MM, + M)
M, +M, +M,’

— Ml MZ
12 M1+M2'

(3.5)

Die potentielle Energie der Gravitationswechselwirkung ist nun in den neuen Variablen zu formulie-
ren:

V(r,,j=0120.F VRRy,.b, ).

Eine Moglichkeit der mathematischen Formulierung der potentiellen Energie ist im Abschnitt 6 in
Form von Reihenentwicklungen nach Kugelfunktionen gegeben.
Der Energieaustausch des betrachteten Systems ist mit den gewéhlten Variablen in den folgenden E-
nergieformen moglich:

Anderung der Bewegungsenergie durch Anderung der linearen Impulse:

vk |V, P,

(3.6)

v [dip, (3.7)
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Anderung der Verschiebungsenergie durch Translation und Orientierungsanderung der beteiligten
Korper:

- K mr, _K(D,l,z) @R, _K(lz) lezy (3.8)

Die intensiven Variablen erhdlt man durch partielle Ableitung der Gibbsschen Funktion nach den
konjugierten extensiven Variablen. Fur die dynamischen Geschwindigkeiten v,V,V,, erhdlt man

J_OE_p |, _OE_P _0E _P,

B m EERRYE Q—E:u—u, (3.9
und entsprechend fur die Krafte zufolge Gravitationswechselwirkung:
-K =(;_|f= DrV(R1R121¢D): 0,
_O0E __ ~
_K(D,1,2) _ﬁ_ DRV(R1R12’(hZI ): - K]1 - lﬁz )
OE . (3.20)
Ky =2—= DRlzv(R’R12’¢D): - Ky Gy
oR,,
. M M
mit G,y = L 2K,

M +M, 2 M, +M,

Inertialsystem

Quasi-Inertialsystem

Abb. 3.1: Jacobi-K oordinaten

196



Die Bilanzgleichungen fir den Energieaustausch des Systems ([1,1,2) mit dem Gravitationsfeld erge-
ben sich,
fur die Bewegung des Gesamtsystems ([J,1,2) bzgl. des Inertialsystems. Dabei findet kein Ener-
gieaustausch mit dem Gravitationsfeld statt. Zunéchst gilt:

vidp-K dr =0, (311
bzw. nach Einfihrung der kinematischen Geschwindigkeit,
M f[df —K [dr =0, wobei K =OV(R,R,¢,F 00O MF & O, (312
fur die Relativbewegung des Teilsystem ( ,2) bzgl. der Erde O
V@P-K,, @R =0, (3.13)
bzw. nach entsprechender Umformung,
(M, +M,)RIAR -K ,, R =0 wobe K ,, =kV(R,R,.¢ = K, + K, , (3.14)
fur die Relativbewegung des Satellien 2 bzgl. des Satelliten 1.
Vy, [P, K ) [R,, =0, (3.15)
und nach Umformung,
Hy, Ry, R, =K 1y @R, =0, wobei Ky, = 0; V(R,RL, 0 F Kyt Gy (3.16)

Die Relativbewegung des Satelliten 2 bzgl. des Satelliten 1 &% sich auch als Abstandsdnderung der
beiden Satelliten und als Rotation der Verbindungslinie auffassen. Als Bezugssystem liege ein Quasi-
Inertialsystem mit dem Ursprung im Satelliten 1 zugrunde. Zur Beschreibung der Relativbewegung
von Satellit 2 bzgl. Satellit 1 werden als extensive Variable der Bahndrehimpuls L ,,:=R,, xP,,, der
Radialimpuls B,:= e[P,,, der Orientierungsvektor ¢ o) Und der Radialabstand R, eingeflihrt. Beach-

tet man, da3 gilt

-
PL=—2+R;, (3.17)
12 WZ 12

so |83t sich der Anteil "kinetische Energie" der Gibbsschen Funktion des Gesamtsystems (3.3) ent-
sprechend (3.4) folgendermal3en angeben:

T(p,P,Ppy,Ly) =
1p® 1P 1 L% LR

1 -
=T(P,P,L ), B, L) ==+ += =2 4= 'm,,
(p (12)' "2 D) om 2 M 2“12R122 2 1y, ZLD o u]

(3.18)

Die anderen Terme der Gibbsschen Funktion in (3.3) bleiben gleich. Der Austausch von Bewegungs-
energie bei der trandatorischen Relativbewegung von 2 bzgl. 1 kann somit auch als Austausch von
Rotationsenergie und Bewegungsenergie in Radialrichtung interpretiert werden,

Vy, WP, =d g, ML, +V,,dP, . (3.19)

mit der dynamischen Winkelgeschwindigkeit der Verbindungslinie d,,, und der dynamischen Ge-

schwindigkeit in Radialrichtung V,,. Entsprechend wird die Verschiebungsenergie des Teilsystems
"Gravitationsfeld" durch die Bewegung der beiden Satelliten 1 und 2 in einen rotatorischen und einen
translatorischen Anteil zerlegt:

K R, =M (12) [dl¢ a T K(12)dﬁlz . (3.20)

Man beachte, dal3 der Energieaustausch sowohl mit dem Gravitationsfeld als auch zwischen den bei-
den Komponenten der Relativbewegung stattfindet. Diese Kopplung 183 sich nicht beseitigen. Die
intensiven Variablen erhdlt man durch partielle Ableitung der Gibbsschen Funktion mit der kineti-
schen Energie (3.18) nach den konjugierten extensiven Variablen L ,,,
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d —_ aE —_ aT(plpyL(lz)lﬁlz ’LD) _ 1 L
(12 — oL - oL - 2 —(12)
(12) 12 MRS

(3.21)

und dem Radiaimpuls P,

7 = 0E _ OT(p,P,L 1y, R L o) - R
12 = D )
aplz aPlz u‘lZ

(3.22)

Das Drehmoment M ,,, erhdlt man mit Hilfe des Drehoperators x x [J,, (siehe Formel (2.8)), ange-
wendet auf die potentielle Energie der Gravitationswechselwirkung nach Formel (3.6),

0E ~
~M :6— =xx[V(R, Rlz(q)(lz)’ R12)’¢ 0F = RpX Gy (3.23)
(12)
und entsprechend die in radialer Richtung wirkende Kraft K ,,, mit Hilfe des Verschiebungsoperators
O, (sehe Formel (2.8)),

_ OE R
- Kz :—aRl = DRHV(R,RH((])(Q), Rz),q)DDe: - K e Gy e . (3.24)
2

Die Bilanzgleichungen fur den Energieaustausch bei Relativbewegung des Satelliten 2 bzgl. des Sa-
telliten 1 lauten nun anstelle von (3.15) und (3.16),

fir die Rotation der Verbindungslinie ,2:

d, Ll 4y =My, Wi, =0, (3.25)
und mit
dL ) = Ky, RS ddg,) =y, RS d gy (3.26)
zunéchst,
Mo RS 1z) [ 0) = Ry X Gy [0 ) =0, (3:27)

bzw., nach Umformung, wobei die GroRen R, und dR, die Projektionen der vektoriellen GréRen
auf die Richtung e bezeichnen, alternativ zu:

My (Ryp [BR,, = R, AR, = R,(Ry, [de)) ~Ry, XGpy, My, =0 , (3.28)
fur die Abstandsénderung ,2:
V,, dP, - K, dR, =0, (3.29)
und mit
V, =elVy, =eR, =R,, R, =pi,(dR, +de R,,) , (3.30)
schlieRlich
My, R, R, +1y, R,y(deR,,) Ky, dR, =0, (3.31)
wobei
K 0R; = (€K, +G gy ) (€TARy,) - (3.32)
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4  Energieaustauschbeziehungen im er dfesten Bezugssystem

Wird ein nichtinertiales Bezugssystem zugrunde gelegt, so sind die Wechselwirkungen des Systems
mit dem Tragheitsfeld zu berticksichtigen (Abschnitt 1). Das bedeutet, dal? die Gibbssche Funktion zu
modifizieren ist. Im folgenden soll die Bewegung des Massenmittelpunktes der Satelliten 1 und 2 auf
ein konstant rotierendes geozentrisches Bezugssystem bezogen werden. Die Rotation wird durch den
Drehvektor Q =(0,0,w) beschrieben. Entsprechend bezieht sich die Relativbewegung der beiden Sa-
telliten auf dieses rotierende System. Die Tragheitsbewegung des Massenmittel punktes des betrachte-
ten abgeschlossenen Systems soll im folgenden nicht weiter betrachtet werden. Die gestrichenen Gro-
[3en beziehen sich im folgenden auf das rotierende Bezugssystem. Die Gibbssche Funktion lautet fir
diesen Fall:
12 12
=20+ 2D _pgo xR -, (0 xRy) +V(R\Ry.0.) +E, . (4.)
2M 2y,
Die dynamischen Geschwindigkeiten V',V;, erhélt man bzgl. des rotierenden Bezugssystems wieder-
um durch partielle Ableitung der Gibbsschen Funktion nach den konjugierten extensiven Variablen:
:a_E:E—Q xR', Vl'zza_E:ﬁ
oP" M oP, My,

I

—Q xRy, 4.2

Man beachte, dai die linearen Impulse bzgl. des Inertialsystems und bzgl. des konstant rotierenden
Bezugssystems identisch sind, wahrend sich die Geschwindigkeiten unterscheiden:

P' = PV PZIfZ = PlZ (43)
Fur die Kréfte zufolge Wechselwirkung mit dem Gravitationsfeld und dem Trégheitsfeld erhdlt man:
I aE’ I I I
Kl R Ky ~Kp +QxP,
) (4.4
I aE I I I
Kz = R’ =-K% =Glyyg +Q XP),,
12

Die Bilanzgleichungen fir den Energieaustausch des Systems (0,1,2) mit Gravitations- und Trégheits-
feldern erhét man:
fur die gemeinsame Bewegung der Satelliten 1 und 2, bezogen auf ein konstant rotierendes Be-
zugssystem im Geozentrum:

V'0P - Ky, R = 0, (4.5)
bzw. nach entsprechender Umformung:
(M, +M,) R @R - K|, , @R =0, (4.6)
wobel
Kloi =Kgp tKy —(M1+M2)Q x(Q xR") , 4.7

fir die Relativbewegung des Satelliten 2 bzgl. des Satelliten 1, bezogen auf ein konstant rotieren-
des Bezugssystem im Satelliten 1.

Vy, [P, = K'y, [OR,= 0, (4.8)
bzw. nach entsprechender Umformung:
My, Ry, @R}, =Ky, [R;, =0, (4.9)
wobei
Klazy = Ko +Gloyn —Hy, Q X(Q XRQZ) . (4.20)
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Zerlegt man die Relativbewegung wieder in eine Dreh- und Radialbewegung, so erhalt man folgende
den Formeln (4.6) und (4.9) entsprechenden Bilanzgleichungen flr den Energieaustausch:
fir die Rotation der Verbindungslinie ,2:

dlaz) LL {5 = M) LTG5 = O, (4.11)
bzw. mit
dL () = Ky, R ddiy,) = Wy, RS dfyy) (4.12)
schliefdlich:
i RS § oz 86 (1) ~ My, [ ) =0, (4.13)
waobei
Mgz = Ry X Glaryy = MR, X (Q% Ri, )= MR, % (Qx (Qx Ry,)) (4.14)

Alternativ kann der erste Term in (4.13) auch entsprechend wie in (3.28) angeschrieben werden.
fur die Abstandsénderung ,2:

\715 d§1'2 - K('12) dﬁi'z =0, (4-15)
und mit
Vi=€R,=:R,, dV,=dR,, (4.16)
schliefdlich
Ky R, AR, + 1y, Rllz(dé Df\’lz)_ K'(12) dR,= 0, (4.17)
wobei
Kiz) = € 0Ky + Gy = 1 Q% Ry= 1,Q% (QX Ry,)), dR,= 6dR,, . (4.18)

5 Energie- und Bewegungsintegrale

Die Einfiihrung von Jacobi-K oordinaten ermdglichte die Abspaltung der Bewegung des Massenmit-
telpunktes des Gesamtsystems von den Einzelbewegungen. Damit ist der Gesamtimpuls p in Strenge
konstant und der Massenmittel punkt fihrt eine Trégheitsbewegung aus. Dasselbe gilt in hinreichender
Naherung auch fur den Drehimpuls der Erde, da die Gravitationswechselwirkung mit den Satelliten
kein Drehmoment austibt. Eine weitere Aufspaltung der Bilanzgleichungen ist nicht méglich, da die
potentielle Energie von beiden Jacobi-Koordinaten abhangt. Allerdings gelingt es, Bilanzbeziehungen
anzugeben, die bei gewissen Konfigurationen der beiden Satelliten niitzlich sein kdnnen. Hierzu wer-
den in der Gibbsschen Funktion des Gesamtsystems
1p*> 1P* 1P
LI e E

1 B ~
E(p.P,Py.L o, RRy 0 ) =2 —2 4= "I, +V(RRL., ) +E, .
(p 12 O 12 % ) 2 m 2 M 2 |J.12 2 E @r O ( 12 ¢D ) EO (5 1)

die aus den genannten Griinden konstanten Anteile zur inneren Energie addiert und man erhélt das E-
nergieintegral, bezogen auf ein Quasi-1 nertialsystem in der folgenden Form, wenn noch die (dynami-
schen) Geschwindigkeiten statt der Impulse nach Formel (3.9) eingefiihrt werden:

E(V,V,,,R,Ry,,0.) =%v2 +%va +V(R,R,,¢, ) =const . (5.2)
Da sich dieses Energieintegral auf ein Quasi-Inertialsystem bezieht, missen die Potentialkoeffizien-
ten nach Formel (6.4) vom erdfesten Bezugssystem in das Quasi-Inertialsystem transformiert werden.

Durch Einfihrung der kinematischen Geschwindigkeiten wird das Energieintegral zu einem Bewe-
gungsintegral:
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E(R,R121R1R12!¢D) :%.Rz +%sz +\7(R!R12!¢D ) :Cons . (53)

Bezient man die Relativbewegungen R(t) und R,,(t) auf ein (beispielsweise konstant) rotierendes
Bezugssystem, so kann mit Hilfe der Gibbsschen Funktion nach Formel (4.1),

12 12

E'(P’,Plzz,R ,Rlz) :lp_.{.lpi

2 M 2 ulz - P’ mQ X R’) - ijz mQ X R;.Z) +\7’(R',R'12) + EO ’ (5.4)

und der Formeln fir die dynamischen Geschwindigkeiten V',V,, bzgl. des rotierenden Bezugssys-
tems,
_OE'" _P

=—-QxR', V,=

oE OE" _ Py
P M

a PJ{Z l"llZ

I

—Q xRy, (5.5)

das folgende Energieintegral erhalten werden:

E(V ViR )= DV = DH(@x R )% B2vie B2 (0x Ry)% V(R Ry const, (56

Man beachte, dal? bzgl. des konstant rotierenden Bezugssystems die Potentia koeffizienten des Gravi-
tationsfeldes der Erde konstant sind. Durch Einfiihrung der kinematischen Geschwindigkeiten wird
das Energieintegral zu einem Bewegungsintegral:

Mg M
2 2
Eine weitere Separierung des Bewegungsintegrals in zwel Anteile, die jeweils lediglich von einer der
beiden Jacobi-K oordinaten abhangen, ist wegen der Kopplung Uber die potentielle Energie der Gravi-
tationswechselwirkung \7'(R’,R'12) nicht moglich. Dies gelingt nur unter der speziellen Annahme, dal3

beide Bewegungsanteile keinen Einfluld aufeinander ausiiben, dald also jeweils eine Jacobi-K oordinate
wahrend des Bewegungsabl aufes konstant bleibt.
Man erhét bei einem bzgl. des erdfesten Bezugssystems konstanten Vektor R;, den Erhaltungssatz:

M . M 2\
SR 2_ S (Q@xR)-V (R)= const , (58)

Beachtet man, dal3 in diesem Fall der Term

E'(R,Ry,.R,Ry,)= (Qx R)™ %F’eg— %(Qx Ry)+ V(R,R,F const. (57)

E'(R,R)=

I 1 I 2 1 ~I I
oy RD= S(QXR) 2V (R (5.9)

das Schwerepotential der Erde ist, mit dem Gravitationspotential \7('5 m(R') /' M, ausgewertet nach
Formel (6.21) mit |R'12| =0, so ergibt sich ein Erhaltungssatz, der dem Jacobi-I ntegral entspricht:

E'(R,R)=R?-2W (R') = const , (5.10)

(0,1,2)

Fur diesen speziellen Fall kann das Energieintegral (5.4) unter Beachtung von P’ =P und P = MV und
einem Rotationsvektor Q = we, umgeformt werden:

E'(V,R)= %vz— Mwe, R x V)+ V'(R)= const , (5.11)

Der Term e, [{R' x V) ist die Koordinate des Bahndrehimpulses des Massenzentrums in z-Richtung.

Sie it fur axialsymmetrische Felder eine Erhaltungsgrofie (siehe z.B. Schneider, 1992) und kann mit
der Konstanten auf der rechten Seite zusammengefaldt werden. Im Falle eines axial symmetrischen
Gravitationsfeldes nimmt das Energieintegral also die folgende Form an:

E'(V,R)= %v% V(R')= const , (5.12)
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Dies ist die totale Bahnenergie des Massenzentrums der Satelliten 1 und 2. In einem axialsymmetri-
schen Gravitationsfeld, wobel die Symmetrieachse mit dem Rotationsvektor des rotierenden Bezugs-
systems Ubereinstimmt, findet somit kein Energieaustausch mit dem Gravitationsfeld statt.

Fur einen bzgl. dem erdfesten Bezugssystems konstanten Vektor R', also beispielsweise im Falle ei-
ner Kreisbahn folgt der Erhaltungssatz:

E'(Ry, Ry,) = 22 RiE - P2 (Q xRy, )" + V(R Ry,) = const (513)

Die potentielle Energie der Gravitationswechselwirkung \7'(R’,R’12) kann auch durch die Potentia-
funktion (6.12) ersetzt werden, so dald man als Energieintegral erhélt:

E'(Ry,,R 2)=“—;R;§—%(QxRiz)z Vi (R, Ry,) = congt (5.14)

Das Jacobi-Integral (5.10) gilt fur die Bahnbewegung jedes der beiden Satelliten. Bildet man die Dif-
ferenz, so ergibt sich ein weiteres Energieintegral:

(0,1,2)

E'(RLRLR,.R,.) = R, IR, +R) -2(W (R;) ~W (R} )= const . (5.15)

6 Modelierung der potentiellen Energie

Gelingt es, die potentielle Energie der Gravitationswechselwirkung durch die Jacobi-K oordinaten aus-
zudrticken, so kénnen die Kréfte (bzw. Drehmomente) als intensive Variable durch partielle Ableitun-
gen der Gibbsschen Funktion nach den konjugierten extensiven Variablen abgeleitet werden. In der
Geodasie verwendet man vorzugsweise Reihenentwicklungen nach Kugelfunktionen. Geht man im
vorliegenden Fall von der Formel fir die potentielle Energie der Gravitationswechselwirkung aus, so
kdnnen die einzelnen Summanden auf der rechten Seite

VI, i=01200F V@ nd o Vo b F Viu(ur) . 6.1)

beispielsweise die potentielle Energie der Erde und des Satelliten 1 aus der folgenden Formel (mit
R,(R.,98.A;) =1, —ry) erhalten werden:

_GMM

\751(5 D Z( ] ZKnm 191')\ ) (6.2)

Die Funktionen Y, (8,,A,) sind die komplexen Kugelflachenfunktionen des Grades n und der Ord-
nung m, fir n=20und -n<m<n,

Yo(8A) = R0 )e™, Y, 0 1) =R (008 )™ =(4)" N pr(cos e (6
und K,,(¢5), Nn=0,—n<m<n die komplexen Potentialkoeffizienten. Wird ein raumfestes Koordi-
natensystem zugrunde gelegt, so héngen die Potentialkoeffizienten von der jeweiligen Orientierung

¢ der Erde bzgl. des Quasi-Inertialsystems ab und sind damit zeitabhéngig. Geht man (ohne Ein-

schrankung der Allgemeinheit) von einer konstanten Drehung der Erde um die z-Achse aus (Winkel-
geschwindigkeit w), so transformieren sich die Potentialkoeffizienten k!, bezogen auf ein erdfestes

K oordinatensystem wie folgt:

nm?

K, =€ ™K! (6.4)

nm nm

Eine entsprechende Formel wie (6.2) gilt fur \752(5 ,I,,@ ). Die potentielle Energie der Gravitations-
wechselwirkung der beiden Satelliten ergibt sich zu (mit R,(R,,8,,,A ) =1, —1;)
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GM,M,
R,
Die Kugelfunkti onen koénnen mittels der Transformationsformel (siehe z.B. Giacaglia, 1980)

g +q (N—M+p+q)! 1
R?;l nm ’9521)\1 pZ :Z( )p QWR’Q pq( 12)\ 12) n;p+1Yn+pm q@ m)\u 1) (6-6)

zunéchst auf den Ort des Satdlliten 1 bezogen werden:

VRRu0)=-OM 52 Y Kyl )0

\712(R12) =-

(6.5)

- < N m m+p+g) 1
P q p
[%MZ(;q:_p (n—m)!(p+q)! R Yorpm- q('8 s 1) szq('8 A 12) |+ (6.7)
GM,M
HM, +M,) ==Y, (8 00\ )}—#.
ij o R,
und wenn beachtet wird, dal? fir die Relativkoordinaten die folgende Beziehung gilt,
M
Rm(@ v 1) =R(R8 M) - M +2|\/| RlZ(RiZ;a A 12)- (6.8)
1 2

mit Hilfe der Transformationsformel

1
nTpﬂ_Yer,m—q(19 EI11)\D 1) =
1

« (N+p-m+q+ +K)! ©9

=22 (ar pmra( Kl

auf den Massenmittel punkt der beiden Satelliten 1 und 2. Allerdings ist die so erhaltene Formel ver-
haltnismaliig kompliziert auszuwerten.

Fur die praktische Anwendung scheint insbesondere fiir die Relativbewegung der beiden Satelliten ei-
ne alternative Potentia funktion der Kréftefunktion

K(12) R12 12)(R Ry o), (6.10)

zweckmaliiger zu sein. Die Potentialfunktion setzt sich aus zwei Anteilen zusammen,

\7(1,2)(R1R12'¢D) =\7;12m (R.Ry¢ ) +\712(R12) ) (6.11)
der Potentialfunktion der Gezeitenkraft

(12)D(R Ry )=

M, 1
[M +M J Riz (‘9121)\12)WYn+p+|,m-q-k(‘9r)\)

M, M,
-1V
M+MB/1 M1+M2D 2

: (6.12)

und dem Term V,,(R,,), der die potentielle Energie der Gravitationswechselwirkung der beiden Kor-
per und 2 beschreibt. Die Potentialfunktion der Gezeitenkraft kann im Falle der beiden Punktmassen

und 2 durch eine Entwicklung nach Kugelfunktionen dargestellt werden (vergleiche z.B. 11k, 1983c;
dort wurde sie mit negativem Vorzeichen as potentielle Energie der Gezeitenkraft eingefihrt):

\7(12)D(R1R121¢D )=GM “’12§Dan iKnm{q) )D
= (6.13)

=]

4 g (N=M+p+q)! 1 ;
lqu:Zp( ) (n m)|(p+q)| Fg;pﬂ YI’1+p,m-q('8 EI11)\D l)RlZqu('8 12)\ 12)'

Man erhdlt die Gezeitenkraft durch Bildung des Gradienten der Potentialfunktion:
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G(Zl)D = DRuVlZm (R’Rlz'@ = GM ulzzan anm(q) B
mooom (6.14)

> & ~(h—-m+p+q)! 1
lp{ﬂq:z—p( )pq(n ml(2+2))| R511p+1Yn+p,m—q(8D17)\Dl)DRlz( gqu(slz)\lz))'

mit dem Gradienten

Rip_l (p Q)(p"'q _1) p-1,g- 1(’9121)\ 12) =Y, —1q+1(19 12)\ 12)
DRu(ngqu(alZ')‘lz)): TZ i( p+a)(p+qg-1Y, P14 1(’912’)\12) plq+l( A 12)) (6.15)
2(p+Q)Y, p— lq(812’>\12)

Fur das Drehmoment der Gezeitenkraft fol gt entsprechend:

M 12 =XXDV12)D(R Ry F R G = GM IJlZZa anm 0] )]

(6.16)
c < 1)Pa (n m+p+q)! 1 y 0
I{:lq:z_p( n m)l(p+q)| n+p+1 Yn+pm q(19 Dl')\D 1)(X Dx)( 2qu('8 12)\ 12)) .
mit
(V@12 2) +(PHOUP 04D Y0 121 1)
(X xU )(Riz ’9121}‘ 12 ): R12 %(Y 1(’9121)‘ 12) _(p +q)(p —-q +l) Yp,q—l(19 12)‘ 12)) (6-17)

e Ym(slzlAlZ)

Der Term \712(R12) in Formel (6.11) beschreibt die Potentialfunktion der Gravitationswechselwirkung
der beiden Satelliten, betrachtet als Punktmassen,

~ GM,M
Vio(Ryp) = -

(6.18)

2

Eine entsprechende alternative Potentialfunktionen fur die Kréftefunktion, die fir die Relativbewe-
gung des Massenzentrums der beiden Satelliten 1 und 2 bzgl des Geozentrums benétigt wird, erhalt
man auf folgende Weise:

Koy =0 V[(] 12)(R1R121$ ) (6.19)
mit der Potentialfunktion,
\ZD,l,Z)(R1R121% )=§/ 1 +D\7 21 (6.20)

bzw. in einer Entwicklung nach Kugelfunktionen:

V. (RRy.0,)=GM,M > 3 Kufd )0

Y p - +pn+ | l
pZ:lq:Zp( 1D ((2 :11)'([[))"'3))' FQ;pﬂYner,m q( ol 1) RBY, ( ) 12)]’*' (6.21)
(M, +M,) 1
+ M, R Yon(® 01N 1)}
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7  Zusammenfassung

Die abgeleiteten Bilanzgleichungen fir den Energieaustausch gelten fir jeden Zeitpunkt wahrend des
Bewegungsablaufes. Dasselbe gilt flr die Gibbsschen Funktionen bzw. fir die Energie- und Bewe-
gungsintegrale. Damit kann die Konsistenz von beobachteten kinematischen BewegungsgrofRen mit
den Parametern Uberprift werden, die zur Beschreibung des Gravitationsfeldes eingefihrt wurden. Die
Konsistenzprifung kann dabel fir jeden Zeitpunkt des Bewegungsablaufes vorgenommen werden.
Dies ist nicht ohne weiteres moglich, wenn eine Uberpriifung durch die Lésung der Bewegungsglei-
chungen, bei spielsweise durch numerische Integration erfolgt, da sich Abweichungen zu einem gewis-
sen Zeitpunkt auf den weiteren Bahnverlauf auswirken. Ein Vergleich verschiedener Feldparameterbe-
stimmungen weist dagegen den Nachteil auf, dald immer auch Regularisierungseffekte des instabilen
Fortsetzungsprozesses nach unten zu gewissen Abweichungen beitragen kénnen. Mit den Energie- und
Energi eaustauschbeziehungen steht ein Instrument zur Verfiigung, das zur Verifizierung von Gravita-
tionsfeldparametern dienen kann. Eventuell auftretende Abweichungen weisen darauf hin, dal’3 am E-
nergieaustausch weitere physikalische Systeme beteiligt waren. Dies wird in der Realitét auch immer
der Fall sein, da die effektiven Kréftefunktionen auf3er den gravitativen Wechselwirkungen weitere
Anteile enthalten. Bei Verwendung der Energie- und Bewegungsintegrale muf3 alerdings beachtet
werden, dal3 sich die axialsymmetrischen Antelle des Gravitationsfeldes in gewissen Bewegungsgro-
f3en nicht bemerkbar machen. Numerische Erfahrungen einer solchen Verfizierung stehen noch aus.
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