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Allgemeine Bezeichnungen

In der Arbeit halte ich mich an folgende allgemeine Bezeichnungen:

a,b Indizes fiir Fallunterscheidungen

aga Anzahl der gemeinsamen Anfangskanten
afe) Anfangsknoten von e

B(e) Gewicht von e

B(i kiirzester-Wege-Baum nach dem Schritt ¢
de(u,v) Euklidischer Abstand von u nach v

d(u,v Lénge des kiirzesten Weges von u nach v
d(w) Lange des Weges w

E Kantenmenge

Ey Menge aller Kanten, von welchen aus ein Wegeverbot beginnt
e, e, f Kanten aus E

eij Kante aus £ mit a(e;;) = v; und w(e;j) = vj
eka Anzahl der gemeinsamen Endkanten

el gesplittete Kante Nr. ¢ des Wegeverbotes p

eg . gesplittete Kante, die p mit dem Ausgangsgraphen verbindet
ery gesplittete Kante, die p mit p’ verbindet

G, G Graphen

9,95 Kantenbijektionen

I Knotenbijektionen

h Bijektion

hg Kantenbijektion

hY, Knotenbijektion — von p erzeugt

nY Kantenbijektion der gesplitteten Wege — von p erzeugt

ho, hs Kantenbijektionen der Schritte 2 und 3

1,7, k,[,m,n Indizes
L Einbettung — kanonische Injektion

I[v] Indexnummer von v

K Kreuzung

A leerer Weg

M Menge aller Kanten, in welche bedingt abgebogen werden darf

N Menge aller Kanten, in welche abgebogen werden darf

Menge aller Kanten, in welche von der Kante e aus abgebogen werden darf
(1) Nachbarschaftsliste nach dem Schritt
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Endknoten von e

Menge der Wegeverbote
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Menge aller Wegeverbote mit der Anfangskante von p
Projektion

Projektion auf die i-te Komponente

Abbildung, die den Verlauf eines Weges im Wegegraphen aufzeigt
Index fiir gemeinsame Kanten

Menge aller Knoten, die weder in B(i) noch in N (i) sind
Startknoten

Menge aller Abbiegeverbote

Abbiegeverbot

Knoten aus V

Knotenmenge

duflere Knotenmenge, innere Knotenmenge, Randknotenmenge
Der Knoten v;, wurde {iber e;; in den kiirzeste Wege Baum aufgenommen
Menge aller Wege eines Graphen

Menge aller erlaubten Wege

Menge aller Wege, welche die Anfangskante von w haben
Wege aus W

Menge aller Wege von u nach v

Polygonziige

Punkt Nr. ¢ des Polygonzuges X

Préknoten

Menge von Polygonziigen

Zielknoten



Kapitel 1

Einfiihrung

Autonome Routenplanungssysteme gewinnen in den letzten Jahren zunehmend an Bedeutung
im praktischen Einsatz.

Ein Test der Zeitschrift ADAC Motorwelt vom April 1997 (Ausgabe 4 Seite 36) hat die sechs
géngigsten Planungssysteme auf dem deutschen Markt untersucht. Zur allgemeinen Uberra-
schung haben die sechs Systeme bei ein und derselben Route durch Miinchen sechs teilweise
unterschiedliche Losungen angeboten.

Dieses Ergebnis erlaubt den Schluf}, daf§ die Algorithmen, Kontroll- und Programmstrukturen,
die den verwendeten Programmen zugrunde liegen, durchaus noch nicht den notwendigen Stan-
dard erreicht haben.

Das grundlegende Konzept der Routenplanung besteht im Finden eines kiirzesten Weges. Optio-
nale Erweiterungen des Modells, die weitere Parameter wie ‘Schnellster Weg’, ‘Umweltfreund-
lichkeit’, ‘Geringste Belastung’ usw. in Kombination verwenden, werden hier bewufit aufler acht
gelassen.

Eine Losung fiir das dringendste Problem soll hier beschrieben werden - ein Algorithmus, der den
Minimalstandard der Losung des kiirzesten Wege Problems soweit erweitert, dafl ein zukiinftiger
Test nicht mehr sechs unterschiedliche und damit fiir den einzelnen Anwender suboptimale
Losungen hervorbringt, sondern wirklich den kiirzesten Weg.

Wie lassen sich diese suboptimalen Losungen erkldren?

Es gibt in einer Grofistadt an ca. 40 - 50 % der Kreuzungen ein Abbiege- oder ein Wegeverbot.
Diese Abbiege- und insbesondere die Wegeverbote werden teilweise von den géingigen Routen-
planungssystemen falsch oder gar nicht interpretiert.

In der Praxis werden Straflennetze durch Graphen représentiert, da Graphen die in der Infor-
matik am héufigsten verwendete Abstraktion darstellen [Tur96].

Daher untersucht diese Arbeit kiirzeste Wege in Graphen mit Abbiege- und Wegeverboten.



Uberraschenderweise gibt es bisher keine grundlegenden graphentheoretischen Analysen zu die-
sem Problem.

1.1 Verallgemeinertes optimales Routing

Das Straflennetz wird als gerichteter bewerteter Graph interpretiert, wobei die Gewichte der
Kanten zum Beispiel deren Linge oder die Zeitspanne représentieren, die benétigt wird, um
sich von einem Anfangsknoten zu einem Endknoten zu bewegen. Die Aufgabe, eine Menge von
bewegten Objekten (z.B. Kfz) in einem Straflennetz von einem Start- zu einem Zielknoten zu
fithren, nennt man ein Routingproblem ([Kad95]).

Eine mogliche Losung dieses Problems ist es den kiirzesten Weg zwischen dem Start und Ziel-
knoten zu berechnen und diesen dann zu befahren (statisches Routing). Dieses Verfahren kann
versagen, wenn auch im Falle von Stérungen (Baustellen, Stauungen, Sperrungen usw.) das Ziel
in kurzer Zeit erreicht werden soll. Daher muf} die Mo6glichkeit vorgesehen werden im Stérungs-
falle kiirzeste Wege neu zu berechnen und dann diese zu nutzen oder es miissen Ersatzwege (z.
B. k kiirzeste Wege) von vornherein berechnet und gespeichert werden (dynamisches Routing).

Es kommt darauf an, die Wege der Verkehrsteilnehmer so anzugeben, daf sich diese moglichst
wenig iiberschneiden. Kommen zwei Autos gleichzeitig an einer Kreuzung an, so mufl eventuell
eines warten, bevor es weiterfahren kann. Dadurch kann es zu grofleren Verzogerungen kommen.

Ist ein Streckenabschnitt blockiert, erschwert passierbar oder iiberlastet, sind eventuelle Storun-
gen unvermeidbar. Fiir diesen Fall sollen die Autos auf eine Alternativroute umgeleitet werden
konnen, deren Lénge nur unwesentlich vom kiirzesten Weg abweicht. Zu diesem Zweck benétigt
man von einem Startknoten S aus nicht nur den kiirzesten Weg zu einem Zielknoten Z, sondern
auch den zweitkiirzesten bzw. k-kiirzesten Weg [SB77].

Routingverfahren unterteilt man in statische und dynamische Verfahren. Ein statisches Ver-
fahren verwendet die Gewichte der einzelnen Kanten, um kiirzeste Wege zu berechnen. Diese
Methode ist von Nachteil, wenn der kiirzeste Weg eine sich zeitlich verdndernde Grofle darstellt
(z.B. durch Stauungen, Baustellen, ... ). Das Verfahren erkennt keine Alternativrouten, wenn
man sich in einem iiberlasteten Streckenabschnitt befindet und ist damit nicht flexibel.

Dynamische Routingverfahren schalten bei iibermissiger Belastung (die unter Umsténden zu
grofilen Verzogerungen fiihrt) auf andere Wege um (siehe [Kad95]). Sie bestimmen die kuer-
zesten Wege periodisch die kiirzesten Wege periodisch neu und passen sich dadurch an verénderte
Straenverhéltnisse an (sieche [KPSKPC95], [LHPS86]). Fiir jede Kante wird die von einem Auto
tatsdchlich benotigte Zeit gemessen und der Kante als neues Gewicht zugeordnet. Beim verteil-
ten Routing wird bei jedem Knoten eine Routingtabelle, in der jedem Ziel die Nachbarkreuzung
zugeordnet wird, iiber die der kiirzeste Weg verlduft. Jedes Fahrzeug wird mittels der Routing-
tabelle immer an die richtige Nachbarkreuzung geleitet. Die notwendige Flexibilitéit ist damit
gewihrleistet.

Der Aufbau der Datenbank und die Abstraktion von StraBlennetzwerken fiir Computer fordern
eine Verwendung von Graphen fiir das Problem des verallgemeinerten optimalen Routing.

10



Bewegen wir uns in diesem System dynamisch, so kénnen wir das vorhandene Datenpotential
entsprechend unserer Forderung nach einem kiirzesten Weg viel besser nutzen.

Aufgrund der oben beschriebenen Eigenschaften ist das statische System als das Schwéchere
anzusehen. Eine Verwendung eines dynamischen Systems ist damit Grundvoraussetzung fiir ein
verallgemeinertes optimales Routing und langfristig sollen deshalb die statischen Systeme von
den dynamischen Systemen abgelost werden.

1.2 Zielsetzung der Arbeit

Aufgrund zunehmender Verkehrsdichte wird eine effiziente Routenplanung inklusive Ausweich-
routen immer wichtiger. Obwohl alle auf dem Markt befindlichen Planer auf das Kartenmaterial
zweier Hersteller zuriickgreifen, unterscheiden sich die errechneten Routen erheblich.

An dieser Stelle setzt diese Arbeit an. Durch die Integration der Abbiege- und Wegeverbote in
bekannte kiirzeste Wege Berechnungen, unter dem Dach der Graphentheorie und mit dem GDF-
Format als grundlegender Informationsquelle, werden neue Leistungsmerkmale fiir Routenplaner
erschlossen.

Zur Erreichung dieses Ziels werden mehrere Ansétze streng mathematisch definiert, entsprechend
in Sétzen ausformuliert und anschliefend bewiesen.

Folgendes Schema wird dabei angewendet:

1. Einfiihrung in den Sachverhalt

2. Grundlegende Definitionen

3. Erklarung des Algorithmus

4. Formale Ausarbeitung des Algorithmus

5. Beweis der Giiltigkeit und ggf. der Minimalitdt

Auf diese Weise erreicht man die angestrebte starke Verallgemeinerung. Dabei sind die Algo-
rithmen so allgemein gehalten, dafl sie auch in der Praxis sehr selten vorkommende Fille wie
z.B. sich selbst iiberlappende Wegeverbote beriicksichtigen (siehe 5.6.4).

Ein weiteres Ziel ist die Implementation des Algorithmus zur Berechnung kiirzester Wege in
Graphen mit Abbiege- und Wegeverboten in ein Pascal-Programm. Die Programmiersprache
Pascal wurde aufgrund der einfachen Lesbarkeit des Quellcodes gewihlt und gewihrleistet eine
einfache Ubertragung der Programmecodes in andere Computersprachen. Diese Implementation
ermoglicht es, die gefundenen Ergebnisse praktisch zu testen und auszuwerten.
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1.3 Aufbau der Arbeit

Im zweiten Kapitel werden die graphentheoretischen Grundlagen eingefiihrt. Als erstes wird der
Begriff ‘Graph’ erklédrt. Alle anderen Begriffe bauen auf der Definition eines Graphen auf. Die
einzelnen Definitionen werden in logischer Abfolge nacheinander dargestellt.

Im dritten Kapitel werden zwei Verfahren zur Berechnung kiirzester Wege, vier Modifikationen
zur Bewiéltigung groflier Datenmengen und ein Ansatz zur Berechnung zweitkiirzester Wege
dargestellt. Der Algorithmus von D’Esopo und der Ax-Algorithmus werden im Detail beschrieben
und bewiesen. Diese sind zur Berechnung kiirzester Wege in von Straflenverkehrsdaten erzeugten
Graphen besonders effizient. Thre Vorteile gegeniiber dem Algorithmus von Dijkstra und den
Tripelalgorithmen (vgl. Abschnitte A.1 und A.3 ) werden herausgearbeitet.

Im vierten Kapitel werden kiirzeste Wege in Graphen mit Abbiegeverboten berechnet. Dabei
wird zuerst ein naheliegender Ansatz widerlegt. In Folge werden fiinf andere Verfahren zur
Berechnung kiirzester Wege in Graphen mit Abbiegeverboten vorgestellt. Im einzelnen sind
dies: Die Methode der Kantenaufnahme, bei welcher nicht mehr die Knoten, sondern die Kanten
als Ziele interpretiert werden, die Methode der mehrfachen Knotenaufnahme, bei der Knoten
unter gewissen Bedingungen mehrfach als Ziel auftreten kénnen, die Methode des Ziehens neuer
Kanten, bei welcher Kreuzungen, an welchen Abbiegeverbote existieren, ‘liberbriickt’” werden
und die Methode des verbotsorientierten Knotensplittings und knotenorientierte Netzwerke, bei
welchen gewisse Kreuzungen vervielfacht werden. Bei diesen Losungsanséatzen wird entweder der
Algorithmus oder der Graph so veréindert, daf kiirzeste Wege berechnet werden kénnen.

Das fiinfte Kapitel stellt den zentralen Teil der Arbeit dar. Hier wird die Methode des verbots-
orientierten Knotensplittings zur Berechnung kiirzester Wege in Graphen mit Abbiegeverboten
auf Wegeverbote erweitert. Anschliefend erfolgt der Beweis ihrer Giiltigkeit und Minimalitét.

Im sechsten Kapitel erfolgt eine programmtechnische Ausarbeitung inklusive einer Beschreibung
der Datenformate DXF und GDF. Es wird ein Algorithmus zur Berechnung kiirzester Wege in
Straflennetzen mit Wegeverboten vorgestellt. Dazu wird durch Datenabstraktion aus vorgege-
benen oder selbst erstellten Verkehrsdaten ein Graph mit Abbiegeverboten aufgebaut, der das
Straflennetz représentiert. Dieser Graph wird nach einem Verfahren aus Kapitel 4 zu einem We-
gegraph erweitert. Dies ist ein Graph, in dem im Gegensatz zum Ausgangsgraphen nur noch
erlaubte Wege moglich sind. Im Wegegraph werden dann die kiirzesten Wege berechnet und
graphisch dargestellt.

Im siebten Kapitel wird dem Leser ein Ausblick gegeben, wie die erfolgte Forschung in Zusam-
menhang mit Ergebnissen anderer Disziplinen gebracht werden kann. Speziell wird dabei auf
einen Algorithmus zur Berechnung k-kiirzester Wege und auf einen modifizierten Algorithmus
zur Berechnung kiirzester Wege in Graphen mit Wegeverboten eingegangen. Ein Zukunftsaus-
blick schliefit die Betrachtungen ab.

Im Anhang A werden die zwei Standardverfahren (Tripelalgorithmus und Algorithmus von Di-
jkstra) zur Berechnung kiirzester Wege vorgestellt. Der Anhang B beinhaltet Beispiele zu allen
Bereichen der Arbeit und Anhang C enthélt einige Listings zu den beschriebenen Programmen.
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Kapitel 2

Grundlagen der Graphentheorie

In diesem Kapitel sollen die notwendigen mathematischen Grundlagen gelegt werden, auf wel-
chen die Arbeit aufbaut. Graphen sind die in der Informatik am haufigsten verwendeten Ab-
straktionen und entsprechend vielfiltig definiert. Um Inkonsistenzen zu vermeiden, werden wir
uns konsequent an die Graphdefinition nach [Nol76] halten, die speziell auf StraBennetze mit
Multikanten ausgerichtet ist. Die Definitionen 2.9 bis 2.12 sind speziell fiir diese Arbeit ent-
wickelt worden. Sofern nicht anders vermerkt, sind alle betrachteten Graphen endlich, das heif}t,
sie enthalten nur endlich viele Knoten und endlich viele Kanten.

Definition 2.1 (siehe auch [Nol76] Seite 12 ff) Ein Graph ist ein Quadrupel (V,E,a,w),
bestehend aus einer nichtleeren Menge V. (Knotenmenge), einer nichtleeren Menge E (Kan-
tenmenge), einer Abbildung o : E — V, die jeder Kante e ihren Anfangsknoten «(e) zuord-
net, und einer Abbildung w : E — V, die jeder Kante e ihren Endknoten w(e) zuordnet. Mit
den Abbildungen o und w wird der Graph zu einem gerichteten Graphen.

Eine Kante e mit a(e) = w(e) heiit Schlinge. Zwei Kanten e, ¢’ heiflen parallel, wenn «a(e) =
a(e’) und w(e) = w(e'). Gibt es zu einer Kante e eine oder mehrere parallele Kanten, so nennt
man e auch eine Multikante. Falls es in einem Graphen keine parallelen Kanten gibt, sprechen
wir von einem parallelenfreien Graphen; hier kann die Kantenmenge F in V x V eingebettet
werden. Die Einbettung ¢ wird definiert als ¢(e) := (a(e),w(e)).

Definition 2.2 (siehe auch [Nol76] Seite 40 ff) Ein Graph (V,E,a,w) zusammen mit einer
Abbildung 3 : E — R heifit gewichteter Graph. Falls 3(e) € Ro™, dann heifit B(e) die Linge
der Kante e. Ist B(e) > 0 fir alle e, dann heifit der Graph positiv.

Ist (V, E,a,w, ) ein parallelenfreier gewichteter Graph, so kann man (3 erweitern zu einer Ab-
bildung ' : V x V — R U {oo} durch

ﬁq/w = H(u,’v) = { fBle) falls a(e) =uund w(e) =v fireinec £

00 sonst.
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In diesem Falle geniigt es also, (V, ') anzugeben, um den Graphen zu beschreiben. Die Matrix
Bvey heiBt Adjazenz- oder Nachbarschaftsmatrix des Graphen (siehe dazu auch [Cla94]).

Definition 2.3 (siehe auch [AHUS3] Seite 50 ff oder [Har74] Seite 20 ff) Sei G = (V, E, a,w)
ein Graph. Eine Kante e heifit bidirektional, wenn zu e ein ¢’ € E existiert mit a(e) = w(e)
und w(e) = a(e'); ist der Graph gewichtet, so soll auflerdem (B(e) = (') gelten. Fine Kante,
fir die dies nicht gilt, heifst unidirektional. Sind alle Kanten bidirektional, so heifit der Graph
ungerichtet.

In den folgenden Graphdarstellungen werden Knoten immer als Kreise mit inliegender Nummer,
unidirektionale Kanten als Pfeile und bidirektionale Kanten als Linien dargestellt.

Definition 2.4 (siehe auch [Har7}] Seite 208 ff oder [Nol76] Seite 28 ff)

Es seien G = (V, E,o,w) ein Graph und ey, ...,e, € E. Das n-Tupel (e, ea, ..., e,) heiffit Weg
(von a(e1) nach w(ey)), wenn w(e;) = alejr1) fir allei =1, ...,n—1 gilt. Ist w = (e1, €2, ..., en)
ein Weg, dann heifit e; die Anfangskante, e,, die Endkante, a(e;) der Anfangsknoten und
w(en) der Endknoten des Weges. Die Menge aller Wege in einem Graphen heifsit W.

Ein Wegw' = (€}, ..., €),) heifit Teilweg des Weges w, wenn ein Index i mit 1 <i<n—m+1
existiert mit e;j—1 = €} fir j =1, ..,m.

Die Abbildung m; : W — E mit m;(e1, ...,en) := e; heifst Projektion auf die i-te Komponente
fir 1 < i < n. Der Graph G heifit zusammenhingend, wenn zu je zwei Knoten u,v € V
immer mindestens ein Weg von u nach v existiert.

Fiir n = 0 definieren wir den leeren Weg A. Dieser besitzt weder Anfangsknoten noch Endknoten.
Ein Weg (eq, ..., e,,) heifit geschlossen, wenn sein Anfangsknoten gleichzeitig sein Endknoten ist,
das heifit a(e1) = w(e,). Wenn G parallelenfrei ist, kann ein Weg (eq, ea, ..., e,) auch eindeutig
durch seine n 4+ 1 Knoten (a(ey), a(e2), ..., a(en),w(e,)) dargestellt werden.

Sei G = (V,E,a,w, ) ein gewichteter Graph, W die Menge aller Wege in G, dann kann die
Abbildung G auf Wege erweitert werden durch

0:W—->R der, ., ep) = Zﬁ(ez) (2.1)

Man nennt §(w) die Linge des Weges w.

Sind G ein gewichteter Graph ohne geschlossene Wege mit negativer Linge, u,v € V., W (u,v)
die Menge aller Wege von u nach v, dann heifit ein Weg w kiirzester Weg von u nach v, wenn
gilt

S(w) < 5w’y fiir alle w’ € W (u,v). (2.2)

In Graphen mit geschlossenen Wegen mit negativer Lénge gibt es im allgemeinen keine kiirzesten
Wege.
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Definition 2.5 (siehe auch [AHUS83] Seite 52 ff oder [Nol76] Seite 60 ff) Ein Graph G =
(V, E,a,w) heiffit Baum, wenn

1. G besitzt keine geschlossenen Wege.
2. Es gibt einen ausgezeichneten Knoten v' mit w(e) # v’ fiir alle e € E. v’ heifst Wurzel.
3. Jeder andere Knoten ist Endknoten von genau einer Kante.

4. Zu jedem v € V existiert ein Weg von v' nach v.

Sei eine Kante e in einem Baum gegeben, dann heifst a(e) Vater von w(e) und w(e) Sohn
von a(e). Ein Knoten ohne Sohne heifst Blatt. Ein Baum, bei dem jeder Knoten mazimal zwei
Sohne besitzt, heifst Bindrbaum.

Bemerkung 1: Sei v € V, dann ist der Weg w von v’ nach v eindeutig. Die Anzahl der Kanten
dieses Weges heifit Hohe des Knotens v. Das Maximum der Hohen aller Knoten heifit Hohe
des Baumes.

Bemerkung 2: Der Verlauf des kiirzesten Weges zwischen zwei Knoten ist im allgemeinen nicht
eindeutig (es kann mehrere kiirzeste Wege zwischen zwei Knoten geben). Entscheidet man sich
eindeutig fiir einen kiirzesten Weg zwischen zwei Knoten, so kann die Menge aller kiirzesten
Wege von einem Startknoten aus als Baum dargestellt werden. Dieser Baum heif$t kiirzester-
Wege-Baum.

Satz 2.1 Sei G = (V,E,a,w,3) ein positiver, zusammenhdngender, ungerichteter Graph mit
B(e) = B(€) fiir alle bidirektionalen Kanten e,e’. Wir definieren eine Abstandsfunktion d : V X
V — R durch d(u,v) := §(w) als Linge eines kiirzesten Weges von u nach v und d(v,v) := 0.
Mit dieser Definition ist (V,d) ein halbmetrischer Raum. Gilt sogar B(e) > 0 fiir alle e € E, so
ist (V,d) ein metrischer Raum (siehe dazu auch [Jun90]).

Beweis:

1. d(u,v) > 0 und d(v,v) = 0 sind klar nach Definition. Falls (e) > 0 fiir alle e € E, folgt
aus d(u,v) = 0 sofort u = v.
d

2. d(u,v) = d(v,u) folgt aus der Ungerichtetheit (wegen 3(e) = ((¢’) fiir bidirektionale e, €’).

3. d(u,w) < d(u,v) + d(v,w) ist klar nach der Dreiecksungleichung fiir min.

Definition 2.6 (siche [Nol76] Seite 29 ff) Seien wy = (e}, ...,el) und wy = (€3, ...,e

€,
Wege, dann ist wi mit wo konkatenierbar oder zusammensetzbar, wenn w(e}

2 2

Den zusammengesetzten Weg (el, ..., ek, e?, ..., €2 ) bezeichnen wir mit wi + wa.
1 » Emo C 1 » - m
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Fiir A gilt: w1 + A = A4+ wp = wy. A ist das neutrale Element der Konkatenation. Die so erklarte
Konkatenation ist assoziativ, das heif3t, fiir drei Wege wy,we und ws gilt (wy +ws) + w3 = wy +
(wg +ws), aber die Konkatenation ist nicht kommutativ. Ferner gilt §(w; +ws) = d(w1) + 0(w3).

Sind G = (V, E, a,w) ein parallelenfreier Graph, w = (ey, ..., €,) ein nichtleerer Weg in G und e
eine Kante von w(e,,) nach v € V, dann setzen wir w +v := w+ (e) = (ey, ..., en,e) (‘Anhéngen
eines Endknotens’).

Definition 2.7 (siehe [Nol76] Seite 31 ff) Sei G = (V,E,a,w) ein Graph, dann heifst ein
Graph G' = (V' E', o/ ,u") Teilgraph von G, wenn V' CV, E' CE, a|p = d, w|p =’ (und
gegebenenfalls Blp = B, wenn die Graphen gewichtet sind).

Sei E/ C E. Ein Knoten v € V heiit innerer Knoten von E’, wenn (1) v Anfangs— oder
Endknoten mindestens einer Kante ¢/ € E’ ist, und (2) es keine Kante e € E\FE’ gibt, die v
als Anfangsknoten oder Endknoten hat. v € V heifit Randknoten von E’, wenn v Anfangs—
oder Endknoten einer Kante ¢ € E’ und Anfangs— oder Endknoten einer Kante e € E\E’ ist.
v € V heifit AuBBerer Knoten von E’, wenn es keine Kante ¢/ € E’ gibt, die v als Anfangs—
oder Endknoten hat. Bezeichnet man die Menge der inneren Knoten von E’ mit V;(E'), die
Menge der Randknoten von E’ mit V.(E’) und die Menge der duBeren Knoten von E’ mit
Vu(E'), dann ist offensichtlich V' = V;(E") U V.(E") U V,(E’) eine Partition von V. Setzt man
noch V(E') := Vi(E') UV,.(E'), dann ist G(E') := (V(E'), E',a|p,w|r) ein Teilgraph von
(V,E, o, w).

Eine Kantenmenge E’ heifit wegweise zusammenhiingend, wenn zu je zwei Kanten e # ¢’
aus E' ein Weg w = (f1, ..., fm) von w(e) nach a(e’) existiert mit {f1, ..., fm} C E'.

Definition 2.8 FEin Graph heifit planar oder plattbar, wenn es eine Darstellung des Graphen
in der Ebene gibt, so dafS sich die Kanten hochstens in ihren Eckpunkten schneiden.

Auf eine genauere mathematische Definition mdochte ich verzichten. Weitere Informationen zu
planaren Graphen finden sich z. B. in [NiC88] und [KRRS94].

Satz 2.2 Eulerscher Polyedersatz Gegeben sei ein konvexes Polyeder mit n FEcken, m Kan-
ten (jedes Paar bidirektionaler Kanten wird einfach gezihlt) und g Gebieten, so gilt:

n+g=m-+2.
Der Beweis wird mit vollstdndiger Induktion nach m gefiihrt und befindet sich zum Beispiel in
[Tur96]. Ein zusammenhéngender planarer Graph kann als Polyeder im weiteren Sinn gedeutet

werden. Deshalb folgt aus dem Eulerschen Polyedersatz eine niitzliche Abschétzung fiir planare
Graphen:

Satz 2.3 Sei G ein zusammenhdngender, parallelenfreier, planarer, ungerichteter Graph mit
n > 3 Knoten und m > 2 Kanten, dann gilt

m < 3n — 6.
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Beweis: Jede Kante triagt zur Abgrenzung von genau zwei Gebieten bei, und jedes Gebiet wird
von mindestens drei Kanten (da G parallelenfrei ist) begrenzt. Damit gilt 3g < 2m. Mit dem
Fulerschen Polyedersatz folgt die Behauptung. Dieser Satz kann durch Addition der einzelnen
Gleichungen auch fiir nicht zusammenhéngende planare Graphen bewiesen werden. [

Definition 2.9 Sei G = (V, E,a,w) ein Graph. Ein Weg (e1,ea) heifit ein Abbiegeverbot
bei w(ey), wenn die Sequenz ..,eq,ea, .. in einem Weg ausdricklich nicht vorkommen darf. Lie-
gen mehrere Abbiegeverbote vor, so fafit man diese zu einer Menge T C W zusammen (‘turn
prohibitions’).

Analog nennt man fir n > 2 einen Weg (e1, ...,e,) ein Wegeverbot, wenn die Sequenz
ooy €14 ooy Eny -on i Wegen nicht vorkommen darf und fafst die Wegeverbote zu einer Menge P C W
zusammen (‘path prohibitions’). Es sei

WA\P :={w € W | w enthilt kein p € P als Teilstiick }

die Menge der unter Beachtung der Wegeverbote P zugelassenen Wege. Insbesondere kann jedes
Abbiegeverbot (e1,e2) als spezielles Wegeverbot gesehen werden.

Sei G = (V, E,o,w) ein Graph, dann ist auf der Menge aller Wege W eine Aquivalenzrelation
~ definiert durch

w=(e1, ..,tn) ~w = (€], ...,el) & e =e€]. (2.3)

9 Em

~ ist reflexiv, da w ~ w fiir alle w € W, ~ ist symmetrisch, da offensichtlich w ~ w’ = w' ~ w,
und ~ ist transitiv, da w ~ w’ und W’ ~ w” = w ~ w". Zu jedem w € W gehort die sogenannte
Aquivalenzklasse [w], das ist die Menge aller zu w in Relation stehenden Wege:

[w] :=={w e W |w ~w}. (2.4)

Ist P C W eine Menge von Wegeverboten, so kann man analog eine Aquivalenzrelation auf P
definieren, deren Aquivalenzklassen wir mit [p] bezeichnen. Hierbei gilt [p] = [p] N P.

Definition 2.10 Sei G := (Y, E,a,w) ein Graph, P eine Menge von Wegeverboten,
w=(e1, .., en) € Wund P C [w]. Fiir jedes p= (€1, ...,ém) € P sei

aga(p,w) = max{k | e; = & firi=1, ...k}
die Anzahl der gemeinsamen Anfangskanten von p und w; ferner sei
Aga(P,w) = max{aga(p,w) | p € P}

die mazimale Anzahl gemeinsamer Anfangskanten von Elementen von P und w. .
Falls aga(p’,w) = Aga(P,w) gilt, nennt man p’ einen maximalen Anfangsweg von w in P.
Ezistiert kein Weg dieser Art, so sei p' := X\ und Aga(P,w) := 0.
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Definition 2.11 SeiG := (V, E, o,w) ein Graph und seienw = (e1 , ..., e,), w' = (€}, ...,el,) €
W, dann heifst w' Endweg von w, wenn ein Index q > 0 existiert, so dafs

eqri = €, fir 1 <i<n-—aq.

Jeder Weg ist Anfangsweg und Endweg von sich selbst. Nach dem Ende von w kann w’ noch
weitere Kanten besitzen. Existieren mehrere Indizes ¢ dieser Art, so soll immer das minimale ¢
gewihlt werden. Wir definieren eka(w,w’) := n—q. Der Weg w’ beginnt innerhalb des Weges w.
Die Wege verlaufen dann n — ¢ Kanten gemeinsam bis zum Ende von w. w’ geht nach dem Ende
von w eventuell noch weiter. Es ist moglich, dal w und w’ gegenseitig voneinander Endwege
sein koénnen, ohne daf} sie identisch sind — siehe dazu Beispiel B.1 und die Abschnitte 5.6.3 und
5.6.4.

Definition 2.12 Sind G = (V,E,a,w) und G' = (V',E',da/,w') 2wei Graphen, dann nennen
wir ein Paar (®,¥) von Abbildungen, ® : V — V' und ¥ : E — E’, einen Homomorphismus
von G nach G', wenn sie Anfangs— und Endknoten erhaltend sind, das heif$t, wenn

o (U(e)) = ®(ale)) und ' (V(e)) = ®(w(e)) fiirallee € E. (2.5)

Die Gleichungen (2.5) kann man auch kurz in die Form o/ o ¥ = ® o und w’ o ¥ = ® ow fassen,
was besagt, dafl das folgende Diagramm kommutiert:

E’ V’

Aus der Erhaltung von Anfangs— und Endknoten folgt, dafl jeder Weg w = (eq, ...,e,) € W auf
einen Bildweg ¥ (w) := (V(ey), ..., ¥(e,)) € W’ fiihrt. In diesem Sinne induziert ¥ : E — E’
eine Abbildung W — W', die wir ebenfalls mit ¥ bezeichnen. Ist G’ ein Graph mit Abbiege—
oder Wegeverboten P’ und G ein Graph ohne Abbiege— oder Wegeverbote, dann heifit G eine
wegeverbotsfreie Erweiterung oder Wegegraph von G’, wenn ein Homomorphismus (®, ¥):
G — @ existiert mit

(VE 1) ¥, sind surjektiv,

(VE 2) zu jedem Weg w' € W/\\ P’ existiert ein Weg w € W mit ¥(w) = w’,

(VE 3) fiir jeden Weg w € W gilt ¥(w) € W/\\P'.
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Gelegentlich werden wir einen Graphen (V,E,a,w) durch Hinzunahme von neuen Kanten E
bzw. neuen Knoten V' erweitern. Dies soll immer heiflen, da3 V, E, V, E paarweise disjunkt sind.
Die Anzahl der Elemente einer Menge M werden wir mit |M| bezeichnen.
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Kapitel 3

Kiirzeste Wege in einem (Graphen

In der Literatur (z. B. [Tur96, 241-242]) werden verschiedene Probleme der Berechnung kiirzester
Wege diskutiert. Beim Problem der kiirzesten Wege unterscheiden wir:

1. Von nur einem Startknoten aus wird der kiirzeste Weg zu nur einem Zielknoten gesucht.
Dies wird in der Literatur als ‘Source Target Shortest Path Problem’ (STSP) beschrieben.

2. Von nur einem Startknoten aus werden die kiirzesten Wege zu allen Knoten des Graphen
gesucht. In der Literatur kommt dies unter dem Stichwort ‘Single Source Shortest Path
Problem’ (SSSP) vor. Bei Umorientierung der Kanten oder ungerichteten Graphen ist
dieses Problem #quivalent zu: Von allen Knoten eines Graphen wird der kiirzeste Weg zu
nur einem Zielknoten gesucht.

3. Zwischen allen Paaren von Knoten werden die kiirzesten Wege gesucht. Diese Aufgaben-
stellung wird auch ‘All Pair Shortest Path Problem’ (APSP) genannt.

Bis heute ist kein Algorithmus bekannt, der das STSP Problem im ‘worst case’ in geringerer
Zeitkomplexitét 16st als das SSSP. Jeder Algorithmus, der das SSSP Problem 16st, 16st durch |V|-
fache Anwendung auch das APSP. In den Abschnitten A.1 und A.3 befinden sich der Dijkstra-
Algorithmus zur Lésung des SSSP und die sogenannten Tripelalgorithmen zur Lésung von APSP.

In diesem Kapitel werden wir uns mit weiteren Algorithmen beschiiftigen, die das SSSP 16sen. Zur
Berechnung kiirzester Wege in Graphen, die von Straflenverkehrsnetzen analog zum Abschnitt
6.5 erzeugt sind, werden wir in Folge vier Betrachtungen durchfiihren. Insbesondere werden zwei
Algorithmen untersucht, die spezielle Eigenschaften von Straflennetzen beriicksichtigen und dort
geringe Rechenzeiten bendétigen. Diese Eigenschaften sind am Ende der einzelnen Abschnitte
erlautert.
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3.1 Der Algorithmus von D’Esopo

Der Algorithmus von D’Esopo wird z. B.in [Pol61] beschrieben. Dieser Algorithmus zur Losung
des SSSP ist in Straflennetzen besonders effizient, da diese ebenen Charakter besitzen. Der grofle
Vorteil des Algorithmus von d’Esopo gegeniiber dem Dijkstra-Algorithmus ist die Vermeidung
einer eventuell aufwendigen Minimumsuche. Siehe dazu den letzten Absatz von 3.1 und Abschnitt
A2.

Gegeben sei ein positiver Graph G = (V, E, a,w, 3). Gesucht werden alle kiirzesten Wege von
einem Startknoten s € V' aus. Jeder Knoten v des Graphen bekommt eine Indexnummer /[v] und
eine Distanz d(v), die den kiirzesten bisher bekannten Abstand zum Startknoten bezeichnet. Der
Index entscheidet, ob ein neuer Knoten untersucht werden soll, oder ob eine Korrektur notwendig
ist. Das Kontrollregister beinhaltet den Index des Knotens, der gerade betrachtet wird. Dieser
heifit aktueller Knoten und wird mit a bezeichnet. Der Index i beinhaltet den kleinsten Index
des Knotens, der in einem Erweiterungsschritt 3 eine neue Distanz zugewiesen bekommen hat.
Die am Ende des Algorithmus markierten Kanten ergeben den Kiirzeste-Wege-Baum.

Erster Schritt:

Der Startknoten bekommt den Index 1 und die Distanz 0, alle anderen Knoten erhalten den
Index 0 und die Distanz oo. Das Kontrollregister enthélt den Wert 1. Fahre mit dem zweiten
Schritt fort.

Zweiter Schritt:

Suche alle Endknoten von Kanten, die den aktuellen Knoten als Anfangsknoten besitzen. Gibt
es solche Knoten, so bekommt jeder dieser Knoten, der noch Index 0 besitzt den néchsten
verfiighbaren Index zugeteilt, und wir fahren mit dem dritten Schritt fort. Gibt es solche Knoten
nicht, so gehe zu Schritt 4.

Dritter Schritt:
Wir betrachten alle Kanten e, fiir die a(e) = a gilt und bilden D := §(e) + d(a). Folgende drei
Moglichkeiten sind denkbar:

1. d(w(e)) = oo: Der angeschlossene Knoten besitzt also noch keine Distanz. Dann definieren
wir d(w(e)) := D. Die Kante e wird markiert. Fahre mit der néchsten Kante fort, die in a
beginnt. Existiert keine, so gehe zu Schritt 4.

2. d(w(e)) < D: Hier ist nichts zu tun, da bereits ein kiirzerer Weg bekannt ist. Fahre mit
der néchsten angrenzenden Kante fort und, falls keine existiert, gehe zu Schritt 4.

3. d(w(e)) > D: Wiederum weisen wir seiner Distanz den Wert der Summe d(w(e)) := D
zu. Markiere die Kante e und entferne die Markierung von der Kante, die w(e) mit dem
(kiirzeste) Wegebaum verbindet. Zusétzlich betrachten wir noch den Index I[w(e)].

Gilt ITw(e)] < If[a] und Ifw(e)] < i, so setze ¢ := I[w(e)]. Wiederhole Schritt 3 mit der
néchsten angrenzenden Kante und, falls keine existiert, gehe zu Schritt 4.

Vierter Schritt:
Wenn ein Index ¢ im Fall 3.3 gespeichert wurde, so weisen wir dessen Wert dem Kontrollregister
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zu. Wenn nicht, erhéhen wir dies um 1 und bestimmen dazu den aktuellen Knoten a. Gibt es
keinen derartigen Knoten mehr, endet der Algorithmus, sonst Schritt 2.

Die Giiltigkeit des Algorithmus folgt aus der Tatsache, dal die Menge aller kiirzesten Wege von
einem Knoten aus als Baum aufgefafit werden kann. Wird ein ‘Fehler’ in dem bereits berechneten
Kiirzeste-Wege-Baum gefunden, so wird dieser im Schritt 3.3 korrigiert.

In einem Straflennetz miinden in einer Kreuzung in der Regel 4 Straflen. Da jetzt jeder Knoten
nur wenig benachbarte Knoten besitzt, wird der Indexzdhler nur langsam gréfler. Normaler-
weise erscheint ein Knotenindex hochstens zwei Mal im Kontrollregister. In diesem Falle wére
die Zeitkomplexitit des Algorithmus O(|V]). Besonders effizient ist der Algorithmus in Verbin-
dung mit einer Einschréinkung des Graphen (Abschnitt 3.3.4). Im schlimmsten Fall ist dessen
Zeitkomplexitiit jedoch O(|V'|?), da jeder Knoten maximal |V'| mal betrachtet werden mus8.

3.2 Der Ax-Algorithmus

In diesem Abschnitt werden wir den Ax-Algorithmus zur Losung des SSSP (siehe auch [Tur96,
256 - 265]) betrachten. Dieser Algorithmus ist eine Erweiterung des Algorithmus von Dijkstra
(siehe Abschnitt A.1). Der Ax-Algorithmus verindert nur die Reihenfolge der Aufnahme der
Knoten in den Kiirzeste-Wege-Baum.

Definition 3.1 Sei G = (V, E,a,w, 3) ein positiver Graph, f : VXV — ]R(J)r eine Schitzfunktion
fiir dem Abstand d : VxV — ]R(J)r. Eine solche Funktion f heifit konsistent, wenn fir alle Kanten
e € E und alle z €'V gilt:

Fla(e),2) < Ble) + f(wle).2) und f(z,2) = 0.

Satz 3.1 Sei G = (V,E,«a,w, ) ein positiver Graph und f eine konsistente Schditzfunktion.
Ferner seien x,y,z € V und w ein Weg von x nach y, dann gilt:

(1) flz,2) <dw)+ f(y,2) (3.1)
(2) flz,2) <d(=zy)+ f(y2) (3.2)
(B) flz,y) <d(w) (3-3)
(4) f(z,2) <d(z,2) (3-4)

FEine Schitzfunktion mit der Eigenschaft (4) heifit zuléssig.

Beweis: Wir beweisen zunéchst (1) durch vollsténdige Induktion nach der Anzahl n der Kanten
von w. Fiir n =1 ist w = (e) mit a(e) = = und w(e) = y. Es folgt

flz,2) = f(ale),2) wegen x = a(e)
< B(e) + f(w(e),z) da f konsistent ist
=d(w) + f(y,2) weil w = (e) und y = w(e).
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Ist nun w = (eq, ..., €,), dann setze 2’ := w(e1) = a(ez) und w' := (eqg, ..., €,). Damit gilt:

flz,z) <d(er)+ f(2,2) Fall n = 1 angewendet auf z, 2/, z
<d(e1) +6(w')+ f(y,z) nach Induktionsannahme angewendet auf z’,y, z
=0(w) + f(y, 2) wegen w = (e1) + w'’

was zu zeigen war. Da (1) fiir beliebige Wege von x nach y gilt, ist diese Bedingung insbesondere
auch fiir einen kiirzesten Weg erfiillt, woraus (2) folgt. (3) folgt nun aus (1) mit y = z und (4)
folgt aus (2) mit y = z. ]

Gegeben sei ein positiver Graph G = (V, E, a,w, ) mit konsistenter Schétzfunktion f. Gesucht
ist der kiirzeste Weg zwischen zwei Knoten s,z € V. Wie beim Algorithmus von Dijkstra wird
auch beim Ax-Algorithmus schrittweise ein Kiirzeste-Wege-Baum B erschaffen. Bei der Aus-
wahl der in diesen Baum aufgenommenen Knoten spielt dabei nicht nur die Lénge des bereits
zuriickgelegten Weges, sondern auch die geschétzte Linge des Restweges eine Rolle.

Algorithmus:

Sei B(0) := {s} und B(i) der Kiirzeste-Wege-Baum nach dem Schritt i. Fiir B(i) bestimmen
wir das

min{d(s, a(e)) + B(e) + f(w(e), 2) | e € E,ale) € B(i), w(e) € B(i)}. (3.5)

Die Addition von f(w(e),z) ist der entscheidende Unterschied zum Dijkstra-Algorithmus. In
B(i+1) werden diejenigen Endknoten w(e)aufgenommen, fiir die dieses Minimum angenommen
wird. Wenn der Knoten z erreicht ist, endet der Ax-Algorithmus.

Satz 3.2 Der Ax-Algorithmus berechnet den kiirzesten Weg zwischen s und allen Knotenv € V,
sofern sie erreichbar sind.

Beweis: Wir beweisen dhnlich wie beim Dijkstra—Algorithmus die folgende Aussage durch
vollstdndige Induktion nach i. Fiir ¢« = 0 ist nichts zu zeigen.

Induktionsschlu: Sei v = w(e) ein im @ + 1-ten Schritt aufgenommener Knoten und d(s, a(e)) +
B(e) die vom Algorithmus ‘berechnete Entfernung’ von s nach v. Falls wir fiir einen beliebigen
Weg w' von s nach v zeigen konnen, daB d(s, a(e)) + B(e) < o(w'), so ist die vom Algorithmus
‘berechnete Entfernung’ tatséichlich gleich d(s,v). Sei also w’ ein Weg von s nach v und €’ die
erste Kante von w’ mit der Eigenschaft a(e’) € B(i) und w(e¢’) ¢ B(i) (eine solche Kante
existiert, da andernfalls v € B(i) wire). Wir zerlegen w’ in Teilstiicke durch w’ = w) + (€/) + wh
und erhalten

S(w') =o(wh)+ () + d(wh) Wegliinge ist additiv
= d(w)) + B(€') + d(wy) (€¢/) ist einelementig
> §(w)) + B(e) + fw(e),v nach Satz 3.1(3)
> d(s,a(e)) + B() + fwle),0) wegen ale') € B()
> d(s,a(e)) + fe) + f(w(e),v)  Minimumbildung des Algorithmus
= d(s,a(e)) + B(e) w(e) =v
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Bemerkungen: Sei f(u,v) = 0 fiir alle u,v € V, so ist f eine konsistente Schitzfunktion, da
B(e) > 0 und der Ax-Algorithmus ist der Dijkstra-Algorithmus. Auch die Funktion f(u,v) =
d(u,v) fir alle u,v € V ist eine konsistente Schétzfunktion. Wird diese gew#hlt, so betrachtet
der Algorithmus zuerst alle Knoten, die auf einem kiirzesten Weg von s nach z liegen. Die
Geschwindigkeit des Algorithmus héngt also wesentlich von der Wahl der Funktion f ab. Fiir
die schlechteste Schitzfunktion f = 0 ist die Zeitkomplexitdt wie beim Dijkstra-Algorithmus
O(|V| * log |V| + |E|), bei der besten Schétzfunktion f(u,v) = d(u,v) liegt der Aufwand bei
O(|V]), wenn der kiirzeste Weg zwischen allen Knotenpaaren eindeutig ist.

Statt eines Zielknotens z kann im Ax-Algorithmus auch eine Menge von Zielknoten angegeben
werden. Diese Erweiterung bleibt fiir unsere Anwendung aber ohne Bedeutung.

Ist nur eine zuléssige, nicht aber eine konsistente Funktion f bekannt, so kann auf &hnliche Weise
ein Kiirzeste-Wege-Algorithmus definiert werden.

Satz 3.3 Sei G = (V,E,a,w, ) ein positiver Graph und sei eine weitere Gewichtsfunktion
B E — R{ definiert mit 3'(e) < B(e) fir alle e € E, dann ist die Funktion

f:VxV—=RE, f(u,v):=d(u,v)

eine konsistente Schitzfunktion, wobei d'(u,v) der kiirzeste Weg von u nach v in (V, E, a, w,

B ist.

Beweis: Es ist f(v,v) = d'(v,v) = 0 fiir alle v € V nach Definition des kiirzesten Weges. Sei
e € E, z € V beliebig gewéhlt, dann gilt

flale),z) =d(ale),z) Definition von f
< f'(e) + d'(w(e),z) Dreiecksungleichung fiir kiirzeste Wege
= f'(e) + f(w(e),z) Definition von f

< fB(e) + f(w(e),z) Definition von /3.

[
In Graphen, die wie im Abschnitt 6.5 definiert sind, kann also eine konsistente Schitzfunktion
f(u,v) :==de(u,v) fir alle u,v € V

definiert werden. Damit kann die Luftlinienentfernung d.(u,v) zweier Punkte zur Berechnung
kiirzester Wege herangezogen werden, was in der Praxis Bedeutung hat. Der Ax-Algorithmus
existiert in vielen Varianten (siehe dazu auch [Huc97] und [DeP85]).

FEin weiteres in der Praxis verbreitetes Verfahren zur Berechnung kiirzester Wege sind genetische
Algorithmen (sieche [SHF94]). Diese Methode berechnet zuerst einige Wege zwischen Start und
Zielknoten um dann durch ein Verfahren (Crossover-Verfahren oder Mutationsverfahren) aus
zwei Wegen einen kiirzeren zu ‘kreuzen’ und zu lange Wege ‘sterben’ zu lassen. Auf diese Weise
werden viele kurze Wege berechnet, die aber nicht den kiirzesten Weg enthalten miissen. Je mehr
Generationen man errechnet, desto genauer wird das Ergebnis.
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3.3 Kiirzeste Wege in modifizierten Graphen

Dieser Abschnitt ist in Zusammenarbeit mit Herrn Friedhelm Buchholz (Institut fiir Informatik
der Universitét Stuttgart) entstanden und basiert im Wesentlichen auf [BC96].

Um grofle Datenmengen in kurzer Zeit verwalten zu kénnen und um reelle Gegebenheiten besser
beriicksichtigen zu koénnen, betrachten wir folgende Ansétze:

1. Der Ausgangsgraph wird verédndert, in der Regel verkleinert, um die Anzahl der in Be-
tracht kommenden Knoten zu minimieren. Hiufig werden hierbei Knoten und Kanten
zusammengefalit oder Kanten und Knoten gar nicht in Betracht gezogen. Die entstehen-
den Ergebnisse weichen in der Regel nicht oder nur minimal von der tatsdchlich richtigen
Losung ab.

2. Hierarchischer Ansatz: Der Algorithmus sucht den kiirzesten Weg vom Start— und Zielort
zu einem zentralen, ausgediinnten zusammenhingenden Teilgraph — etwa der Autobahn —
und berechnet dann nur noch den kiirzesten Weg auf diesem Teilgraph. Auch hier kénnen
Fehler auftreten, die gerade bei der Berechnung von ‘sehr nahe’ beieinanderliegenden Kno-
ten zu offensichtlich unbrauchbaren Ergebnissen fiihren.

3. Gewisse kiirzeste Wege zwischen haufig frequentierten Knoten werden im voraus berechnet
und abgespeichert.

4. Gewisse Knoten, die wahrscheinlich nicht im kiirzesten Weg auftreten, werden nicht be-
trachtet.

3.3.1 Das Rathausmodell

Hier werden Teile des Graphen (z. B. Stédte) zu einem Knoten (dessen Rathaus) zusammenge-
faBt. Damit geniigt das Rathausmodell dem Ansatz 1. Sei G = (V, E, a,w) ein Graph, ECE
wegweise zusammenhéngend, V := V(E) = V;(E)UV,(E) die Menge der zu E gehérigen inneren
Knoten und Randknoten (vgl. Def. 2.7), ferner sei

E, ={ecFE|ae) eV undw(e) eV} ‘Innere Strafen’
Ey, ={ecFE|ale) ¢V undw(e) € V} ‘Einfallstrafien’
Es :={ecFE|ale) cVundw(e) ¢ V} ‘Ausfallstrafien’,

dann sind Ey, B und Ej3 paarweise disjunkt und E C E,. Wir definieren einen neuen Knoten
0, der den Teilgraph (V, Ey, a|g, ,w|g, ) reprisentiert, und setzen

V= (V\V)U{3}, E :=E\FE

o / N falls e € F3
o B =V o'(e) = ae) falls e € E'\FE3
Wi B =V, W'(e) = ’ ppecs

w(e) fallsee F'\E,



Mit dieser Definition ist G’ := (V', E',o/,w") ein Graph. Wenn G parallelenfrei ist, verliert G’
im allgemeinen diese Eigenschaft.

Ist G ein gewichteter Graph mit Gewichtsfunktion 3, so kann G’ folgende Gewichtung zugewiesen
werden: Wiihle einen Knoten v, € V (das Rathaus). Den Kanten aus Fy und E3 soll ein neues
Gewicht zugewiesen werden: Sei es € Es, so folgt aus dem wegweisen Zusammenhang von E, daf
Wege von a(e2) nach v, existieren. Wir definieren 3'(e3) := d(a(ez2),v,). Fiir e3 € E3 definieren
wir analog ' (e3) := d(v,,w(e3)). Fiir Kanten e € E'\(E2 U E3) ist §'(e) := ((e). Die zu
gehorende Entfernungsfunktion d’ majorisiert d:

d(u,v) < d'(u,v) fiir alle u,v € V\V
Der maximale Fehler pro zusammengefafitem Knoten ist bei

d (u,v) — d(u,v) < maxd(v',v,) + max d(v,,v").
VeV VeV
Iteriert man den Prozel des Zusammenfassens von Teilen des Graphen, so erhoht sich der Fehler
additiv. Das Verfahren ist besonders effizient, wenn E viele innere Knoten besitzt.

3.3.2 Uberbriickung von Regionen

Sei G = (V, E, a,w, B) ein gewichteter Graph, E C E wegweise zusammenhéngend, V, By, Ey, Es
wie im vorangehenden Absatz iiber das Rathausmodell definiert, ferner V, := V,(E) = V,(F))
und V; = VZ(E) = Vi(F}) die Menge aller Rand— bzw. inneren Knoten von E;. Wir berechnen
alle kiirzesten Wege aller Randknoten untereinander, ziehen zwischen ihnen neue Kanten und
weisen diesen das Gewicht des berechneten kiirzesten Weges zu. Alle inneren Knoten und alle
Kanten aus E werden weggelassen.

Fiir u,v € V,. gilt des wegweisen Zusammenhanges wegen, dafl Wege zwischen ihnen existieren.
Zu u, v definieren wir eine neue Kante e, , mit o/ (ey,,) := u, w'(ey) := v und §'(ey,p) := d(u,v).
Die Menge aller so definierten Kanten heifle F4. Sei F' := (E\E1) U Ey und V' := V\V,, o/, '
und ' seien wie oben bzw. im Ausgangsgraphen definiert, dann ist G’ := (V' E', o/, ', f’) ein
gewichteter Graph und d'(u,v) = d(u,v) fiir alle u,v € V.

Dieses Verfahren eignet sich besonders gut zur Uberbriickung von Ortschaften. Es ist nur sinn-
voll, wenn die Anzahl der Randknoten relativ klein, die Anzahl der inneren Knoten aber relativ
grof} ist. Die Anzahl der neu zu ziehenden Kanten liegt bei (|V,|* (|V;| — 1)) und wéchst damit
quadratisch mit der Anzahl der Randknoten.

Die Uberbriickung von Regionen ist ein Verfahren von Ansatz 1 und 3, da gewisse kiirzeste Wege
vorher berechnet werden. Der grofie Vorteil besteht darin, da8 (sofern Start— und Zielknoten im
verkiirzten Graph noch existieren) die Ergebnisse exakt sind und nachvollzogen werden kénnen.
Eine genaue Angabe iiber die Rechenzeitersparnis kann auf Grund der Allgemeinheit des Ansat-
zes nicht gegeben werden. Das Rathausmodell und die Methode der Uberbriickung von Regionen
wird in Beispiel B.2 angewandt.
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3.3.3 Der n-Level Graph

Dieser Ansatz ist abgeleitet von [CRP93]| - entsprechende Ansitze sind auch an anderer Stelle
bereits in den achziger Jahren verwirklicht worden. Zu Grunde liegt die Idee, daf3 verschiedene
Strafentypen (Autobahn, Bundesstrale, Landstrafe, ... ) beziiglich der Fahrtzeit pro km eine
Art Hierarchie [Hec84] bilden und dafl es lohnenswert erscheint, sich auf hierarchisch moglichst
hochstehenden Strafien zu bewegen.

Definition 3.2 Sei G = (V, E,a,w,3) ein gewichteter wequweise zusammenhdingender Graph,
GF = (Vk, EF oF Wk, ﬂk), k=0, ...,n eine endliche Sequenz von wegqweise zusammenhdngenden
Graphen, wobei G* Teilgraph von G*~1 ist und G° = G, dann heifit G ein n-Level Graph mit
den Ebenen GF.

Ziel des n— Level-Algorithmus ist es nur noch, vom Startknoten v® aus den kiirzesten Weg zu
einem Knoten v{ der néchsthéheren Ebene zu finden. Von diesem Knoten aus suchen wir wieder
den kiirzesten Weg in die néchsthéhere Ebene, bis wir einen Knoten v;, aus G" erreicht haben.
Auf die gleiche Weise (mit umorientierten Kanten) suchen wir einen Weg, der von einem Knoten
vZ aus G" zum Zielknoten v?® fiihrt. Da G" wegweise zusammenhéingend ist, existiert ein Weg
von v; nach v7, und somit ist ein Weg zwischen v* und v* gefunden - im allgemeinen ist dies
jedoch nicht der kiirzeste.

In der Realitét sind die verschiedenen Ebenen etwa mit Straflentypen wie Autobahn, Bundes-
strafle oder Landstrafle zu vergleichen. Bei dieser Definition wére die Ebene nach dem untersten
Straflentyp benannt, der in ihr vorkommt. In der Verkehrsplanung werden bei n-Level Graphen
héufig alle kiirzesten Wege der n-ten Ebene vorher berechnet und gespeichert, so dafl der so
berechnete kiirzeste Weg zwischen zwei Knoten bereits beim Erreichen des n-ten Levels bekannt
ist.

Benotigt man eine hohere Genauigkeit fiir den kiirzesten Weg zwischen zwei Knoten, so kann
die oberste Ebene weggelassen werden. Die Ergebnisse bis zur Stufe n — 1 kénnen iibernommen
werden. Nun mufl noch der kiirzeste Weg zwischen vy _; und v>_; berechnet werden. Mit je-
dem Weglassen einer Ebene erhoht sich die Genauigkeit und auch der Berechnungsaufwand bei
groflen Graphen. Damit verwendet der n—Level-Algorithmus die Ansétze 2 und 3. Hierarchische
Graphen konnen auch durch Separationsansitze erzeugt werden (siehe hierzu [LiT79], [Buc00]
und [Schl97]).

3.3.4 Beschriankung auf Teilgraphen

Beim Berechnen kiirzester Wege wollen wir nur noch einen Teilgraphen betrachten, der hochst-
wahrscheinlich den kiirzesten Weg enthilt (Ansatz 4). Dieser Teilgraph ist aber abhéngig von
Start- und Zielpunkt.

Sei G = (V, E,a,w, ) ein gewichteter Graph, der von einer Polygonzugmenge analog zur Defi-
nition 6.1 erzeugt wurde, und sei ((e) die Lénge des Polygonzuges, der e erzeugt. Gesucht ist
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ein kiirzester Weg zwischen einem Startknoten S und einem Zielknoten Z. Sei d(S, Z) die Linge
eines kiirzesten Weges von S nach Z und d.(S, Z) ihr euklidischer Abstand (Luftlinie), dann gilt
nach dieser Definition d(S, Z) > d.(S,Z). Sei € > 0 fest gewéhlt, dann wird ein Knoten K nur
noch dann betrachtet, wenn er folgender Bedingung geniigt:

do(S,K) + do(K,Z) < (1+¢) * de(S, 2). (3.6)

Die in Frage kommenden Knoten liegen also auf dem Rand oder innerhalb einer Ellipse mit den
Brennpunkten S und Z. Ihre grofie Halbachse hat dann die Lénge 1d.(S,Z) - (1 + ¢) und die
kleine Halbachse die Linge 22 + 2¢ - d.(S5, Z).

Fiir dieses Verfahren kann keine Fehlerabschétzung angegeben werden, da hierbei der Fehler
beliebig grofl werden kann. Betrachtet man aber reale Straflennetze, so kann in Gebieten mit
vielen Straflen ohne relevante Hindernisse wie grofle Seen oder hohe Berge davon ausgegangen
werden, dafl d(S,Z) = 1,25-d.(S, Z) gilt [Cla99]. Wahlen wir z. B.e = 0.4 und gehen wir davon
aus, daf d(S,Z) <d.(S,Z) * (1 + ¢) gilt, so ist dieses Verfahren sogar exakt. Sei K ein Knoten
des kiirzesten Weges, dann gilt

(S,K)+d(K,Z) Definition von d.

(S,2) K liegt auf dem kiirzesten Weg
von S nach Z

< de(S,Z)-(14+¢) nach Voraussetzung

0o(S, K) + do(K, Z) < d
=d

und damit geniigt K der Bedingung (3.6).

3.4 Zweitkiirzeste Wege in einem Graphen

Oft stellt sich nicht nur das Problem, den kiirzesten Weg zwischen zwei Knoten in einem zusam-
menhéngenden Graphen zu finden, sondern auch den zweitkiirzesten.

Definition 3.3 FEs seien G = (V, E,a,w, ) ein positiver zusammenhingender Graph, u und v
in V, ferner W(u,v) die Menge aller mdoglichen Wege mit Startpunkt v und Endpunkt v und
w:= (e1, ...,en) ein kiirzester Weg von u nach v. w' heifit zweitkiirzester Weg von u nach v,
wenn gilt:

S(w') < §(w) fir alle w € W (u,v)\{w}.

Algorithmus: Der Form halber erweitern wir den kiirzesten Weg w um die Kante e,,+1, wobei
Blent1) = 0 und a(ept1) = w(ep+1) = v gilt. Die Idee des Algorithmus ist es, entlang des
kiirzesten Weges nach dem zweitkiirzesten Weg zu suchen. Hierzu benédtigen wir die kiirzesten
Wege von jedem Knoten des Graphen hin zum Zielknoten.

1. Schritt: Vertausche die Orientierung der Kanten (der Anfangsknoten wird zum Endknoten
und umgekehrt).
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2. Schritt: Man berechne die Menge aller kiirzesten Wege von v zu allen anderen Knoten
des Graphen. Durch die Inversion der Orientierung werden alle kiirzesten Wege zu v hin
berechnet. Dieser Kiirzeste-Wege-Baum enthilt sicher den Startknoten u (Zusammenhang)
und damit den kiirzesten Weg von u nach v.

3. Schritt: Stelle die urspriingliche Orientierung der Kanten wieder her.

4. Schritt: Nimm von jedem Anfangsknoten jeder Kante e; des kiirzesten Weges (auch von
Start— und Zielknoten) jede Kante e # e; mit a(e) = a(e;) und berechne

n+1

A i{l min{d(u, a(e)) + B(e) + d(w(e),v) | fir e gilt a(e) = a(e;) und e # e;}

1= e

Gibt es keine Kanten dieser Art, so gibt es auch keinen zweitkiirzesten Weg. Die Kante
von w, fiir die dieses Minimum gebildet wird, heifle e, die (in diesem Fall) den kiirzesten
Weg verlassende Kante (e) heifie €’. Der kiirzeste Weg von w(e’) nach v heifie w. Der
zweitkiirzeste Weg von u nach v ist also

w' = (e1, ..., em_1) + € + 0.

Der Algorithmus kann auch auf Graphen mit Abbiegeverboten angewandt werden. Dabei
ist darauf zu achten, daf§ die Vertauschung der Orientierung der Kanten bei den Abbiege-
verboten beriicksichtigt wird.

Haufig gilt, dafl sich der zweitkiirzeste Weg vom kiirzesten Weg nur dadurch unterscheidet, daf
man in eine kurze Strafle abbiegt, dort wendet und dann wieder zum kiirzesten Weg zuriick-
geht. Die Tatsache, daf hier der Knoten a(e’) zweimal durchlaufen wird, ist im Algorithmus
beriicksichtigt, und zwar ohne einen virtuellen Knoten (siche Abschnitte 4.5 und 4.6) erschaffen
zu miissen. Mo6chte man diesen Umstand ausschlielen, das heiffit im zweitkiirzesten Weg soll
mindestens eine Kante des kiirzesten Weges fehlen, so mufy der Algorithmus modifiziert werden
(siehe z. B. [Mack96]).

Beweis der Giiltigkeit des Algorithmus: Angenommen, w” = (fi, ..., fy) ist ein von w
verschiedener Weg von u nach v. Wir miissen 6(w”) > §(w’) zeigen. Da w” # w, gibt es einen
Index ¢ mit f1 = €1,y ooy fi—l = €;—1 und fz 7& €;. Es fOlgt

o(w")y =06(f1, oy fic1) +6(fi) + 6(fit1s -, fv) Definition von &
=d(e1, ...,ei—1) + B(fi) + 0(fi+1, ..., fn) Definition von i
> d(u, afe;)) + B(fi) + d(w(fi),v) Definition von d
> o(w') Minimumbildung

Die Berechnung der k-kiirzesten Wege befindet sich zum Beispiel in [Kno69], in [Huc96] oder in
[AMMP90].
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Kapitel 4

Berechnung kiirzester Wege in
Graphen mit Abbiegeverboten

Bei der Berechnung kiirzester Wege sollen Abbiegeverbote berticksichtigt werden kénnen. Dabei
stellt sich heraus, dal das einfache ‘Verbieten’ des Abbiegens ohne weitere Modifikation des
Graphen oder des Algorithmus nicht ausreicht. Kiirzeste Wege in Graphen mit Abbiegeverboten
konnen einen oder mehrere Knoten doppelt enthalten. Algorithmen, die auf einer Baumstruk-
tur aller kiirzesten Wege aufbauen, sind dieser Problematik aber nicht gewachsen. Nur durch
Algorithmus— oder Graphverdanderung kénnen wir diesem Problem begegnen. Die Berechnung
kiirzester Wege erfolgt haufig auf Basis des Dijkstra-Algorithmus. Daher beschrinken wir uns
auf die Betrachtung des SSSP.

In bisher realisierten Kraftfahrzeug-Navigationssystemen sind optimale Routenplanungsverfah-
ren auf der Basis von Wegeverboten nicht realisiert.

4.1 Die naive Methode

Sei G = (V,E,a,w) ein Graph mit den Abbiegeverboten 7T'. Es ist nun naheliegend, wéhrend
der Durchfithrung des Dijkstra-Algorithmus einen Knoten nur dann in die Nachbarschaftsliste
bzw. in den Minimalbaum aufzunehmen, wenn er nicht iiber eine verbotene Kantenkombination
erreicht werden wiirde.

Beispiel 4.1 Gegeben ist folgender Graph G = (V, E, a, w, 3) mit Abbiegeverboten T
V= {vlv V2, V3, ’1)4},
E = {e12, €14, €21, €23, €32, €34, €41, €43 },

T = {(e12,€23)},
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B(e) = 1 falls e € {e12, €21, €23, €32, €34, €43}
2 fallse € {eiq,eq}

und den Inzidenzabbildungen «a(e;j) = v; und w(e;;) = vj.

L.

Der kiirzeste Weg von vy nach vs miifite eigentlich iiber den Knoten wvs gehen. Wegen des
Abbiegeverbotes (e12, e23) verliuft dieser aber iiber vg4 und ist langer.

Problem: Das Bilden eines Minimalbaumes 1é8t es nicht zu, dafl ein Knoten in ihm mehrmals
vorkommt. Gewisse Konstellationen erzwingen sogar Wege, die mehrere Male ein- und densel-
ben Knoten beinhalten. Der Algorithmus von Dijkstra sowie die Tripelalgorithmen sind der
Problemstellung in dieser Form nicht gewachsen wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel 4.2 Gegeben ist ein Graph G = (V| E, o, w, ) mit Abbiegeverboten T, mit

V = {v1,v2,v3,v4,v5,06},
E = {e12, €3, €34, €45, €52, €26 },
T = {(e12,e2)},
den Kantengewichten B(e) = 1 fiir allee € E und den Inzidenzabbildungen o(e;;) = wv;,

w(eij) = vj.
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Der einzige und damit auch der kiirzeste Weg von v1 nach vg mufl des Abbiegeverbotes wegen
zweimal tiber den Knoten vs fithren. Damit mufl der Knoten v9 zweimal in den Kiirzeste-Wege-
Baum aufgenommen werden, was der Dijkstra-Algorithmus in dieser Form nicht vorsieht.

Fazit: Um kiirzeste Wege in Graphen mit Abbiegeverboten zu berechnen, miissen wir also
entweder den Graphen oder den Algorithmus verdndern. Beide Losungen sind méglich. Wir un-
terscheiden in algorithmusverdndernde dynamische Verfahren und in graphverdndernde statische
Verfahren. Bei der naiven Methode handelt es sich also um ein dynamisches Verfahren.

Bei statischen Verfahren darf ein kiirzester-Wege-Algorithmus beliebig gewéhlt werden. Die Ab-
biegeverbote werden in einer Preprocessingphase in den Graph eingearbeitet. Dadurch werden
statische Verfahren unflexibel gegeniiber Verdnderungen.

Der Nachteil der dynamischen Verfahren liegt in deren Algorithmusabhéngigkeit und darin, daf§
die Abbiegeverbote weiterhin beachtet werden miissen. Dies kénnen sehr viele sein (0.5 - [V in
Grofistidten). Das Berechnen der kiirzesten Wege wird dadurch verlangsamt. Der Vorteil der
dynamischen Verfahren liegt in ihrer Flexibilitdt gegeniiber Verdnderungen, weil keine eventuell
aufwendige Preprocessingphase erforderlich ist.

Der Nachteil der Unflexibilitdt wertet die statischen Verfahren gegeniiber den dynamischen Ver-
fahren ab. In Straflenverkehrsgraphen ist zum Beispiel bei temporéiren oder individuellen Ab-
biegeverboten Flexibilitéit geboten. Trotzdem werden wir uns verstéarkt mit statischen Verfahren
beschéftigen, da wir eines dieser Verfahren auf Wegeverbote erweitern wollen.

4.2 Methode der Kantenaufnahme

Dieses Standardverfahren befindet sich in [SB77]. Es ist eine der ersten Methoden zur Berechnung
kiirzester Wege in Straflennetzen mit Abbiegeverboten, die publiziert wurde. Es handelt sich
hierbei um ein dynamisches Verfahren, welches den Algorithmus verdndert, den Graphen aber
gleich 148t.

Im Algorithmus werden nicht mehr die Knoten als Ziele betrachtet, sondern die Kanten, wobei
eine Kante erreicht ist, wenn sie durchlaufen ist; die Kantenlinge wird zum Abstand Kante—
Startknoten dazugezihlt. Die Abbiegeverbote miissen natiirlich weiterhin beachtet werden. Zur
Berechnung kiirzester Wege ist jeder entsprechende Algorithmus (auch Tripelalgorithmen) denk-
bar. Durch die Methode der Kantenaufnahme bleibt die Baumstruktur des Kiirzeste-Wege-
Baumes erhalten. Als Beispiel verwenden wir den Dijkstra-Algorithmus.

Beispiel 4.3 Gegeben sei der Graph G aus Beispiel 4.2. Wir wenden den Dijkstra-Algorithmus
auf dessen Kanten an. Als Startknoten soll der Knoten v; gewihlt werden, da von ihm aus
das Abbiegeverbot eine Bedeutung hat. B(i) sei der Kiirzeste-Wege-Baum, N (i) die Nachbar-
schaftsliste und R(i) die weder in B(i) noch in N (i) aufgenommenen Kanten nach dem Schritt
i
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1.Schritt:

B(1) = {ei12}. Dies ist die einzige Kante, deren Anfangsknoten v; ist. Gébe es mehrere, so
wiirden wir die Kante mit dem kleinsten Gewicht wéhlen. Alle Kanten, deren Anfangspunkt vy
ist und in deren Richtung von e;9 aus kein Abbiegeverbot besteht, werden in N (1) aufgenommen:
N(1) = {e23} und damit folgt fiir R(1) = {esp, €34, €45, €52}. €26 wird erst im Schritt 5 in die
Nachbarschaftsliste aufgenommen.

2.Schritt:
Da sich nur ein Element in der Nachbarschaftsliste befindet (ea3), wird dieses in B(2) aufgenom-
men. Fiir die anderen Mengen ergibt sich: N(2) = {es4} und R(2) = {eas, €45, €52 }-

Die weiteren Schritte laufen analog ab. Nach 6 Schritten ergibt sich also folgender kiirzeste-
Wege-Baum, wobei hier ausnahmsweise die Kanten als Knoten dargestellt werden:

Abbildung 4.1 Kiirzeste—Wege-Baum des Graphen aus Beispiel 4.2, mit der Methode der Kan-
tenaufnahme berechnet.

Bewertung dieser Methode und Zeitabschitzung:

Der Kiirzeste-Wege-Baum besitzt genau |E| Knoten, was sich fiir |V| << |E| wesentlich auf die
Zeitkomplexitdt des Algorithmus auswirken kann. Beispiel B.3 zeigt, was passiert, wenn man
diesen Graphen als ungerichteten Graphen betrachtet, und welche unnétigen Kanten mit auf-
genommen werden. Die Anzahl der Schritte des durch Kantenaufnahme modifizierten Dijkstra-
Algorithmus (bei dem die Nachbarschaftsliste in einem Heap organisiert ist) liegt deshalb bei
O(|B| - log(|E))).

Bei der Methode der Kantenaufnahme wird jeder Knoten (als Endknoten einer Kante) so oft in
den Kiirzeste-Wege-Baum aufgenommen, wie Kanten auf ihn weisen, selbst wenn sich an diesem
kein Abbiegeverbot befindet. In Straflenverkehrsgraphen wird der Aufwand etwa vervierfacht,
da auf jede Kreuzung in der Regel vier Stralen weisen [SB77].

4.3 Methode der mehrfachen Knotenaufnahme

Wie in Kapitel 4.1 erldutert, ist es bei der Berechnung kiirzester Wege in einem Graph mit
Abbiegeverboten wiinschenswert, gewisse Knoten mehrfach in den Kiirzeste-Wege-Baum auf-
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zunehmen. Damit verliert dieser aber seine Baumstruktur. Um kiirzeste Wege zu berechnen,
modifizieren wir jetzt den Dijkstra-Algorithmus durch mehrfache Knotenaufnahme.

Diese Methode ist wie die Methode der Kantenaufnahme aus Abschnitt 4.2 ein dynamisches
Verfahren, welches den Algorithmus und nicht den Graphen verédndert. Dabei konzentrieren wir
uns darauf, dafl nicht mehr Elemente als unbedingt notwendig in den Kiirzeste-Wege-Baum
aufgenommen werden.

Wird ein Knoten in den Kiirzeste-Wege-Baum iiber eine Kante ey aufgenommen, von welcher
aus ein Abbiegeverbot existiert (ey € Ep), so darf dieser Knoten noch ein weiteres Mal in den
Kiirzeste-Wege-Baum aufgenommen werden. Existiert kein derartiges Abbiegeverbot, so darf
der Knoten nicht mehr aufgenommen werden.

Die Abbiegeverbote miissen weiterhin beriicksichtigt werden, das heift, fir (ep,e;) € T darf
w(e1) nicht in den Kiirzeste-Wege-Baum aufgenommen werden, wenn dieser Knoten {iber einen
Weg erreicht wird, der die Kantenfolge eq, 1 enthiilt. w(eg) darf aber kein weiteres Mal von der
Kante ey aus aufgenommen werden, da sonst der Algorithmus in Endlosschleifen gerét.

Der Einfachheit halber mochte ich den Namen Kiirzeste-Wege-Baum beibehalten und zur Un-
terscheidung die mehrfach aufgenommenen Knoten doppelt indizieren: v} bedeutet, v; wurde
von der Kante e; aus in den Baum aufgenommen.

Beispiel 4.4 Zur Veranschaulichung betrachten wir wieder den Graphen G aus Beispiel 4.2. Zur
Berechnung der kiirzesten Wege vom Startknoten v; aus verwenden wir wiederum den Dijkstra-
Algorithmus. Nach dem Schritt i sei B(i) der Kiirzeste-Wege-Baum, N (i) die Nachbarschaftsliste
und R(i) die Knoten, die nach N (i) aufgenommen werden sollen und sich noch nicht in B(7)
befinden. Durch die Konstruktion des Algorithmus kann es Knoten geben, die sich sowohl in
B(i) als auch in R(7) befinden.

1.Schritt: B(1) := {v1 }; damit gilt N(1) = {va}, R(1) = {va,v3,v4,v5,v6}.

2.Schritt: Der einzige Knoten, der in B(2) aufgenommen werden kann, ist vo. Da dies iiber die
Kante ey geschieht, aus der ein Abbiegeverbot besteht, kann vg nicht in N(2) aufgenommen
werden und ve mufl noch ein weiteres Mal in B(i) aufgenommen werden. Deshalb bleibt der
Knoten vy in R(2). B(2) := {v1,vi?}, N(2) = {v3}, R(2) = {v2, v4,v5, v6}

3.Schritt: Wie im zweiten Schritt gibt es nur einen Knoten, der in B(3) aufgenommen werden
kann. Dies ist v3. Damit gilt B(3) := {v1,v42,v3}, N(3) = {v4}, R(3) = {vo,v5,v6}.

4.Schritt: B(4) := {v1,v3%,v3,v4}, N(4) = {vs}, R(4) = {va,v6}.
5.Schritt: B(5) := {v1,v42,v3,v4,v5}, N(5) = {v2}, R(5) = {vs}.

6.Schritt: Jetzt wird vs ein zweites Mal in den Kiirzeste-Wege-Baum aufgenommen und zwar
iiber die Kante eso. Da aus dieser Richtung kein Abbiegeverbot existiert, wird vy kein drittes
Mal in B(i) aufgenommen werden.

7.Schritt: B(7) := {v1,v3?, v3,v4,v5, 052,06}, N(6) = R(6) = 0.

Der Kiirzeste-Wege-Baum vom Knoten v; aus besitzt also folgende Struktur:
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Abbildung 4.2 Kiirzester- Wege-Baum des Graphen aus Beispiel 4.2 mit der Methode der
mehrfachen Knotenaufnahme berechnet.

Bewertung dieser Methode und Zeitabschitzung:

FEiner der wesentlichen Vorteile dieser Methode ist, daf} sie vollig ohne Preprocessingphase aus-
kommt. Ein Nachteil dieser Methode ist der Verwaltungsaufwand, der betrieben werden mu$,
um zu erkennen, welcher Knoten von welcher Kante aus bereits in den Kiirzeste-Wege-Baum
aufgenommen wurde.

Die Anzahl der in den Kiirzeste-Wege-Baum aufgenommenen Elemente ist kleiner oder gleich
|V| 4+ |T|. Die Anzahl der Schritte des Dijkstra-Algorithmus liegt also bei

O((IV+[T1) - log(IV| + |T']) + | E])-

Bemerkung: Es ist auch moglich, den in Abschnitt A.3 beschriebenen Tripelalgorithmus so
zu verdndern, daf} kiirzeste Wege in Graphen mit Abbiegeverboten berechnet werden kénnen:
Der Tripelalgorithmus wird so oft auf den Graph mit Abbiegeverboten angewandt, bis sich, im
Vergleich zur Kiirzeste-Wege-Matrix vom Schritt davor, nichts mehr verdndert. Die Anzahl der
Durchldufe steigt mit der Anzahl der Abbiegeverbote und liegt bei O(|T"|). Der Zeitaufwand fiir
den Algorithmus liegt also bei

OV - |T]).

4.4 Methode des Ziehens neuer Kanten

Wir wollen uns nun einem statischen Verfahren zur Losung des STSP (Berechnung des kiirzesten
Weges zwischen einem fest vorgegebenen Startknoten und einem fest vorgegebenen Zielknoten)
in Graphen mit Abbiegeverboten zuwenden, bei welchem (als eine Art Preprocessing) der Graph
versindert wird, nicht aber der Algorithmus. Sei also G = (V, E°,a% %, 3°) ein Graph mit
Abbiegeverboten T° und u,v € V. Wir numerieren die Knoten von GV in irgendeiner Weise so,
daB V = {v; = u, vy, ...,uxy = v}. An dieser Stelle geht die feste Vorgabe von Start und Ziel ein.
Um Wege der Lange 1 ausschlieBen zu konnen, erweitern wir den Graphen noch um einen neuen
Zielknoten v’ und um eine verbindende Kante e, mit a(ef)) := v, w(ep) := v' und S(ef) := 0 (in
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den Beispielen wird aus Ubersichtsgriinden auf diese Erweiterung verzichtet). Jetzt konstruieren
wir der Reihe nach fiir k = 1, ..., N Graphen G* = (V, E¥ oF ¥, 3¥) mit Abbiegeverboten T*
und den folgenden Eigenschaften.

(1) G* hat keine Abbiegeverbote an den Knoten vy, ..., v;; insbesondere ist GV ein Graph ohne
Abbiegeverbote.

(2) Ist W*(u,v) die Menge aller nicht verbotenen Wege von u nach v im Graph G*, dann gibt
es eine lingenerhaltende Bijektion W* =1 (u,v) — W¥(u,v).

Konstruktion von G* aus G*~!: Es sei E die Menge aller Kanten e, die im Knoten vj, enden
und fiir die ein Abbiegeverbot (e, f) existiert, d.h.

E={ec E*¥'|w(e) = v, und es gibt ein (e, f) € T*1}.
Sei £ = {eq, ...,e,}. Wir setzen GY := G* ! und konstruieren Graphen G*,G2?, ...,G" =: GF
mit den Eigenschaften

(3) GJ hat keine Abbiegeverbote an den Knoten v1, ., vp—1 und fiir i = 1, ..., j keine Ab-
biegeverbote (e;,*) am Knoten vg; insbesondere hat G™ keine Abbiegeverbote an den Knoten
V1y eeey V-

(4) Ist Wi (u,v) die ‘Menge aller Wege von u nach v im Graph G7, dann gibt es eine lingener-
haltende Bijektion W71 (u,v) — W (u,v).

Beachte, daf} aus (3) und (4) sofort (1) und (2) folgen.
Konstruktion von G’ aus Gl Es sei G/ = (V, E9~1, 6971, @71, 37~1) mit Abbiegever-
boten 777!, Es sei N% die Menge der ‘beziiglich e; zuldssigen’ in vy, beginnenden Kanten, d.h.

N = {f e E'~1 | &7 (f) =&/ He;) und (e, f) ¢ T~}

Zu jedem f € N ziehen wir eine neue~Kante~f von «a(e;) nach w(f); sei E;:={f|feE}
Wir definieren F7, &7, &7 und 37 durch E7 := E/=1 U N%\{e;}, sowie

S ) 1 j—1 .
& E SV, al(f) = { Zj IEQ) Eﬁz ; EZJ \est (4.1)
i e @IS falls f € EIN\{ej}
GiE =V, )= { P Yg) falls f=g€F; ’ (42)

f) falls f € B771\{e;} (4.3)

N
#:E - R, ﬂj(f)-—{f,j Yej)+ 3 g) falls f=geF;

Die neuen Abbiegeverbote in GJ sind

T} ={(a,b) e T |a#e;}, T :={(f.9)|(f.g)eT™}, TI:=T/UTj.

Der Graph wurde so veréndert, dafl die Kante e; weggelassen wird — deshalb ist (3) trivial —
und dafiir zu jeder Kante f € F}; eine neue Kante f von a(e;) nach w(f) erschaffen wurde. Die
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Abbiegeverbote in TQJ miissen hinzugenommen werden, da sonst eventuell vorhandene Abbie-
geverbote an zu v benachbarten Knoten umgangen werden. Warum gilt (4)? Wir betrachten
drei Fille: Falls der Weg w € W7 ~1(u,v) die Kante e; nicht enthélt, dann wird w unveréndert
in W7 (u,v) erscheinen. Falls w € W7~!(u,v) die Kante e; enthilt, enthilt er automatisch die
Sequenz ..,ej, f,.. fiir ein f € N%. Diese Sequenz wird lingenerhaltend durch f ersetzt, und w
muB in dieser Form in W7 (u,v) auftauchen.

Beispiel 4.5 Als Beispiel betrachten wir wieder den Graphen G aus Beispiel 4.2. Wir wéhlen
als Startknoten den Knoten v; und als Zielknoten den Knoten vg. Da nur ein Abbiegeverbot
existiert und dieses sich am Knoten vy auswirkt, ist nur der Schritt von G! nach G? interessant.
Fiir die anderen Schritte gilt G'~! = G*. Wir konstruieren G': Fiir die Menge F gilt E = {ejs}.
Die Menge N2 ist die Menge der Kanten, in die von der Kante e1o aus abgebogen werden darf,
also gilt N°12 = {eqg3}. Die Kante ey3 wird dupliziert und ihr Duplikat sei é93. In G! gilt fiir éa3:

at(é23) = afern) =v1 @' (Ea3) = w(es) = vz [ (é23) = Blera) + Bleaz) =2

Es ergibt sich folgender neuer Graph, wobei die neue Kante fett abgebildet ist:

Der kiirzeste und auch einzige Weg, um von vy nach vg zu gelangen, ist also (€a3, €34, €45, €52,
626).

Diese Methode kann sehr schnell sehr uniibersichtlich werden, ungeachtet der Tatsache, daf3 zu
jeder neu erschaffenen Kante ein ganzer Weg assoziiert werden muf3. Da hier ein Graph erschaffen
wurde, in dem die Abbiegeverbote nicht mehr bendtigt werden, kann jeder beliebige Algorithmus
zur Berechnung kiirzester Wege verwendet werden. Ein wesentlicher Nachteil dieses Verfahrens
ist, dafl es nur das STSP lost.
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4.5 Methode des verbotsorientierten Knotensplitting

Gegeben sei ein Graph G = (V, E, a,w) mit Abbiegeverboten T. Wir haben bei der Betrachtung
der Methode der mehrfachen Knotenaufnahme erkannt, dafl bei der Berechnung kiirzester Wege
gewisse Knoten mehrfach in den Kiirzeste-Wege-Baum aufgenommen werden miissen. Dies sind
Knoten, die von einer Kante aus erreicht werden, aus welcher ein Verbot existiert.

Sei nun (e, e2) € T ein Abbiegeverbot und v = w(e;) = a(ez), so wird der Knoten v gesplittet
und der Kante ey ein neuer Endpunkt, der neu erschaffene Knoten, zugewiesen. Die Kanten, die
in v beginnen, und in deren Richtung der Weg von e; aus nicht verboten ist, werden ebenfalls
gesplittet und erhalten als Anfangspunkt diesen neuen Knoten. Der neue Knoten kann also
nur in erlaubten Richtungen verlassen werden und v kann {iber e; nicht mehr erreicht werden.
Das Abbiegeverbot wird iiberfliissig. Damit handelt es sich hierbei um ein statisches Verfahren,
welches wir im néchsten Kapitel auf Wegeverbote erweitern wollen.

Der Algorithmus des Computerprogramms erschafft zuerst alle virtuellen Knoten und weist sie
den Kanten, aus deren Richtung ein Abbiegeverbot existiert, als Endpunkte zu. Im zweiten
Schritt werden die Kanten gesplittet und diesen dann Endpunkte zugewiesen. Der Vorteil dieses
Verfahrens besteht darin, dal zum Zeitpunkt des Kantensplittings bereits alle virtuellen Knoten
erschaffen worden sind, und den Kanten gleich die richtigen Endknoten zugewiesen werden
konnen. Um das Verfahren aber mittels vollstdndiger Induktion beweisen zu kénnen, definieren
wir gleich nach Erschaffen eines virtuellen Knoten dessen zugehorige Kanten und miissen damit
rechnen, dafl diesen im Verlauf des Algorithmus neue Endknoten zugewiesen werden.

4.5.1 Schrittweises Knoten/Kantensplitting

Wir definieren eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Abbiegeverbote: Seien ti,ty € T mit
t; = (e'i",eé") i1 =1,2, dann gilt
t1 ~ty & €t11 = €t12 (4.4)

In jedem Schritt wollen wir gleich eine ganze Aquivalenzklasse von Abbiegeverboten betrachten.

Sei
Ep:={e€ E|3(e,e2) € T mit ey beliebig € E} (4.5)

die Menge der Kanten, die durch die Projektion der Abbiegeverbote auf deren erste Komponente
erzeugt wird. Jedes Element eg aus Ejy steht représentativ fiir eine der oben definierten Klassen.
Jeder Endknoten einer Kante ey mufl gesplittet werden. An den gesplitteten Knoten werden
nur noch die Kanten angehéngt, in die ein Weg von ey aus fithren darf. Ziel ist es, dieses
Knotensplitting schrittweise vorzunehmen, um dann zu zeigen, dafl das Ergebnis unabhéngig
von der Reihenfolge der Kanten aus Fj ist.

1. Schritt

Sei fi beliebig € Ey. Definiere Nfl~ = {e € E|ale) = w(f1) und (f1,e) ¢ T}, einen neuen
Knoten v/t ¢ V und neue Kanten £/ mit 3 eine Bijektion A/t : Eft — N/t und E" N E = 0.
T = {(f1,e) € T}.
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Falls Eg N N/t #£ ), so definieren wir
Tt :={(e1,e2) €T | ey € EgN N1},

Zu jedem Abbiegeverbot (e1,ez) € T definieren wir ein weiteres Abbiegeverbot (ht 1_1(61), €2).
Die Menge aller so entstandenen Abbiegeverbote heifle 7.

Falls Eyg N N/t = () so sei T* = 0.

Definition von G/1:
Vi =V u {1}
EN' .= FEUEN
Th =T u(T\Th)
Die Abbildungen
o Vo vho iw)i=veVh
und
1 E— BN Wi(e) :=ec EN

heiflen kanonische Injektionen von G nach G7t.
Die Abbildungen uJt und 1ft sind injektiv, aber nicht unbedingt surjektiv, da v/t bzw. die Ele-
mente aus E/1 keine Urbilder besitzen.

Die Abbildungen IIf} : V1 — V:
R fir allev e V
HV ('U) = { w(fl) falls v = v/
und 11} : B — E:

fiir all E
Hg(e)::{e iir alle e €

hfi(e) falls e € BN

heiBen kanonische Projektionen von G+ nach G.Wenn durch das Argument klar ist, ob H{} oder
Hg gemeint ist, so schreiben wir stattdessen auch II/* (v) bzw. II71(e).

Definition von w/t : Ef1 — VN1

w(e) fiir alle e € E\{f1}
w(hfl(e)) falls e € E/1.

Wegen w(f1) = v/ ist w/t keine Fortsetzung von w.

Definition von o/ : Ef1 — V1

fion . ) ale) firaleec F
o’ (e) '_{ vh falls e € E/1.
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Definition von g1 : B/t — RZ

Fiioy B(e) fir allee €
B e) { B(hfi(e)) falls e € ES1.
Bei den Definitionen von aft und 81 liegen echte Fortsetzungen vor.
Trivialerweise gilt, dafl
Bl (e) = BT (e)) fiir alle E € B/,
Sei
G = (Vfl’Efl’afl’wfl’ﬁfl’Tfl)’
dann gilt: G/ ist ein Graph.
Weil w/t keine Fortsetzung von w ist, ist auch G kein Teilgraph von G71.
i. Schritt
Sei f; € Ey mit f; ¢ {fl, fo, .y fifl}- Wir definieren
NTi = {e € Efi=1 | ofi-1(e) = wfi=1(f;) und (fi,e) ¢ T}, (4.6)
einen neuen Knoten vfi ¢ V/ie1 und neue Kanten Efi, mit Efi 0 Efi-t = (). Zusitzlich soll eine
Bijektion hfi : Efi — Nfi existieren. T'fi := {(e1,e0) € Tfi-1 | e = fi}.
Falls Eg N N/i % (0, so definieren wir analog zum ersten Schritt
T':={(e1,e2) € -1 | e; € By N N7},
Zu jedem Abbiegeverbot (e1,e) € T definieren wir ein ‘weiteres Abbiegeverbot (hfi_l(el), €2).
Die Menge aller so entstandenen Abbiegeverbote heifle T°.
Falls Eg N Nfi = 0, so sei T = 0.
Definition von G7::
Vi o =viiu {ufi}
Efi .= pfi-ry Bfi
Tfi =Tty (Tfi—l\T/fi)
Definition der kanonischen Projektionen und Injektionen:

H& : ‘/fZ — Vfi—l .
fiqon. ) U fiir alle v € Vi1
HV(U) o { w(fi) fallsv= vli

Hg - RBfi s pfi-a.

fir._ ) € fiir alle e € Efim1
HE(G) -—{ hfi(e) falls e € BT
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L{ji Vo L N v [P
Ji(w) =v e v

Lgi - pficr . pfi.
Lfi(e) =eec Bl
Definition von ofi : Efi — Vi
fi—1 fiir all Efi-1
fiiy . )@ (e) firallee€
alt(e) : { vfi falls e € Efi.
Definition von 3% : Efi — R:

fiioy . ) Ble) fiir alle e € Efi-1
ﬁ (6) —{ ﬂ(hfz(e)) falls e € E”fZ

Die Fortsetzungseigenschaft von o' und 3% bleibt erhalten.

Wieder gilt
Bli(e) = gfi-1(11fi(e)) fiir alle e € B,

Bei der Definition von wfi : Efi — V/i unterscheiden wir zwei Fille:

1.Fall: f; wurde bereits gesplittet, das heifit 3 Indizes i1, .., ix mit f; € N 7 %, und damit existieren

Kanten ey, ...,e; € Efi-1 mit hlis (ej) = f; fiir alle j = 1..k.

wli-1(e) fiir alle e € Efi-1\({f;} U U?:l h'i 71(fi))

whife) =4 vfi falls e € {fi, fir, i}
wli(hfi(e)) falls e € BT

2.Fall: f; ¢ Nfi j=1.—1

whi=1(e)  fiir alle e € Efi-1\{f;}
Wlie) =4 ol falls e = f;
whi(hfi(e)) falls e € EFi.

(4.7)

Die Definition von w/ ist bei den Kanten aus Efi rekursiv, da aber hfi(e) € Efi-1 ist, kann

keine Linksrekursion auftreten.

Mit dieser Definition ist Gf := (V/i, Efi afi,wfi, 3/i) ein Graph mit Abbiegeverboten T7:.

Beispiel 4.6 Als Beispiel fiir die Methode des verbotsorientierten Knotensplittings betrachten
wir wieder den Graphen G aus Beispiel 4.2. Analog zum Beispiel 4.5 gilt €} = €15 und N = ea3.
Wir definieren einen neuen Knoten vy und eine neue Kante eyr3. Die neuen Inzidenzabbildungen

v
lauten a1 (e;5) = v; und

w(e) fiir alle e € E\{e12}
w(e) =4 vo e=ejs
V3 € = €9/3.
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Es ergibt sich folgender neuer Graph, wobei die neuen Elemente fett abgebildet sind:

Abbildung 4.3 Wegegraph mit der Methode des verbotsorientierten Knotensplittings

Der kiirzeste und auch einzige Weg, um von v; nach vg zu gelangen, ist also

(€12, €23, €34, €45, €52, €26).

4.5.2 Der Beweisanfang

Mit den folgenden Satzen werden wir beweisen, daf der auf diese Weise erzeugte Graph tatséchlich
ein minimaler Wegegraph ist.

Satz 4.1 Sei G/v = (ka,Efk,afk,wfk,ﬁfk,Tfk) ein Graph, auf den k FErweiterungsschritte
angewendet wurden, und seien Ey, Nfi wie oben definiert, dann gilt

N CE  firalei=1, ...k

Beweis: Da f; € Ey und f; # f; fiir alle j =1, ...,4 — 1 gilt, ist nach Definition von wli
Wl (fi) = w(fi) € V.

Auflerdem gilt nach der Definition von afi-1 fiir alle e € Efi~1 mittels vollstéindiger Induktion:
ec Eeali-i(e) eV,

und fiir diesen Fall gilt afi-1(e) = a(e). Damit kommen bei der Definition von N/i nur Kanten
aus F in Frage. [

Mit dem folgenden Satz zeigen wir, dafi die kanonischen Projektionen surjektiv (trivial, da
Grapherweiterung) und inzidenzerhaltend sind. Dies bedeutet unter anderem, daf jeder Weg im
erweiterten Graphen als Bild der Projektion einen Weg im Ausgangsgraphen hat.
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Satz 4.2 Sei G := (V,E,a,w,3) ein Graph mit Abbiegeverboten T und f € Ey. Sei Gf =
(Vf, Ef of ,wf, ﬂf) der zugehirige erweiterte Graph mit Abbiegeverboten T, dann gilt

a(llf(e)) = (af(e)) und w(Ilf(e)) = I (w'(e))
Beweis:
Sei e € E, dann gilt

a(l‘[g(e)) = a(e) Definition von Hg
= H{/(af(e)) Definition von H(/ und a(e) € V.

Analoges gilt fiir w, wenn e € E\{f} ist. Fiir e = f gilt:

w(Hg(f)) =w(f) Definition von Hg

= H{/(vf ) Definition von H(/

= H{/(wf(f)) Definition von w’.

Sei e ¢ E, dann gilt
a(Hg(e)) = a(hf(e))  Definition von Hé
= w(f) (f,hf(e)) ist ein Weg

= H{/ (v?) Definition von H{/
= H{/(af(e)) Definition von af.

w(f(e)) =w(h/(e))  Definition von IT%
= w'(e) Definition von w/(e)
= H(,(wf(e)) Definition von H(, und w’ (e) # v7.

Analog und mit vollstdndiger Induktion beweist man die Inzidenzerhaltung fiir alle anderen
Schritte und damit fiir die komplette Grapherweiterung. [

4.5.3 Die Unabhingigkeit der Reihenfolge

Satz 4.3 Sei G := (V,E,a,w,3,T) ein Graph, Eo, N¥ seien wie oben definiert und seien
f1, fa € Ey beliebig, dann gilt:

Wenn man bei den Schritten 1 und 2 die Rethenfolge der Kanten fi1 und fo vertauscht, dann
sind die Ergebnisgraphen isomorph. Siehe dazu auch Beispiel B.6

Beweis:

Seien f, g Kanten aus Ey. Im Fall a wird zuerst f, dann g, im Fall b zuerst g, dann f verwendet.
Die erschaffenen Elemente aus den verschiedenen Fillen erhalten zur Unterscheidung die Indizes
a bzw. b. Z.B. ist h{; die Bijektion von Ef — N/ im Fall b. Die Abbiegeverbote von der Kante
g aus sind schon eingearbeitet worden.
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1. Definition der Knotenbijektion hy : Vg — V;/

v firalleveV

hy (v) == v{: falls v = vf

vf  falls v = vJ

2. Definition der Kantenbijektion hg : EY — EI{

e fiir alle e € £
hg(e) == h{ (hl(e)) falls e € Ef
h~H(hd(e)) falls e € EY

Beide Abbildungen sind bijektiv:
hy : klar nach Definition.

hg : Nach Satz 4.1 gilt, daB N,/ und N,f beide aus F sind. Sie sind also identisch unabhéngig da-

von, ob neue Kanten definiert wurden oder nicht. Damit ist die Abbildung hj ! ohd wohldefiniert
und als Verkettung von Bijektionen bijektiv.

Vertriglichkeit der Abbildungen 5, und w:

L. Bl (hg(e) = BI(e):
Fiir den Fall, daB e € E C EY, B/ gilt trivialerweise 39(e) = 8] (hg(e)).
Fiir e € EI (und damit hg(e) € E’,{) gilt

Bl (hu(e)) = B(hi(hu(e))) Def. von
B(h{ (h] " (h{(€)))) Det. von h
B(h(e)) hi ist Bijektion
= B{(e) Def. von 3/
= Bi(e) weil e € E({

B (hle)) = B3 (hi(e)) weil e € E
= B(h(hi(e))) Def. von 3¢
= BRI (W~ (h4(e)))) Def. von hg
= B(hY(e)) hy ist Bijektion
= (9(e) Def. von (3¢

2. of (hp(e)) = hy(ag(e)):

Wiederum ist im Fall e € E trivialerweise a{; (he(e)) = ad(e), denn die Anfangspunkte der
Originalkanten werden in den einzelnen Schritten nicht veréndert.
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Fiir e € EI (und damit hg(e) € E’g) gilt

of (he(e)) = af(hs(©))
= hy(09)
hy(ag(e)) = hy(vg)

. wi (he(e)) = hy (Wi(e)):

Def. von a{:

Def. von hy und
daec EJ
Def. von af

daec EY

Def. von «j

Def. von hy und
Def. von o

Im Fall e € E\ Ej ist trivialerweise wl{ (hg(e)) = wi(e), denn die Endpunkte dieser Kanten
werden in den einzelnen Schritten nicht veréndert.

Fir e = f gilt:

und fiir e = g gilt analog:

wg(hE(g)) = wj(hr(g))

:’Ub

hy (wi(g)) = hv(v§)

:’Ub

nach Def. von w,{

da feFund f#g
Def. von w;

Def. von hy

dage Fund g # f
nach Def. von wy
Def. von w9

Def. von hy

Zum Beweis der Vertriiglichkeit fiir die Elemente aus E/ bzw. EY unterscheiden wir wie
bei der Definition von w im zweiten Schritt mehrere Félle:

(a) Sei f € Ny = N{ und seie = h~'(f) € EY, das heifit hg(e) € EJ und hi(hgp(e)) = f:

wi (hp(e)) = wi(hple)
= wI(hd ™Y
= wi(hi ™
= wy (hj (hy
= wj (f)
_ Ug
)

hy (wi(e)) J
= hy(v])
_ vé]
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da e € Eg

Def. von hg

nach Voraussetzung
da h{~'(f) € EY

hj ist Bijektion
Def. von wg

nach Voraussetzung
Def. von w9
Def. von hy



(b) Seig € Nf = N/ undseie = hf'(g) € EI, das heift hg(e) € B und bf (hg(e)) = g:

Wl (hp(e)) =wi(hi " (hi(e))) Def. von hp
= w[ (h{j - ) nach Voraussetzung
= (W] (9)) dah] '(9) € B}
— Wi (g) hi ist Bijektion
= v{: Def. von w{:
hv (@g(e)) = hy(w](e)) dae € Ef
= hy wg(hg_l(g))) nach Voraussetzung
= hy(v]) Def. von w/
= vl{ Def. von hy

(c) Sei e € EJ und sowie e als auch h/(e) sind ungleich f und g, dann gilt:

wi(hp(e)) =wi(h] (he(e))) da hp(e) € Ef
= wl (hf (W] " (hl(e)))) Def. von hg
= w (hi(e)) hi ist Bijektion
= wi(hl(e)) weil e im 2. Schritt unveréndert bleibt
= w(hi(e)) da hl(e) € E
hy(wi(e)) = hy(wl(e)) dae e Ef
= hy(wf(hi(e))) Def. von w/
= w(hf(e)) da hl(e) € E

(d) Sei e € EY und sowie e als auch hd(e) sind ungleich f und g, dann gilt analog:

Wl (hi(e)) = wi(hi(e)) da hp(e) € By
= wj(hi(hE(e))) da hg(e) € E}
= wI(hY(hY~"(h9(e)))) Def. von hg
= Wl (h9(e)) hi ist Bijektion
=w(hi(e)) da hi(e) € E

hy(wi(e)) = hy(wi(hi(e)) daee EY
= hy(wf(hd(e))) Def. von w!
= w(hi(e)) da hi(e) € E

4.5.4 Die Beachtung der Abbiegeverbote
Satz 4.4 Sei G := (V,E,a,w, ) ein endlicher Graph mit Abbiegeverboten T, Ey := {e €

E | 3(e,ex) € T}, |Eo| = k und sei Gv := (Ve Efe afv wfk gl TI) der aus G entstandene
Graph, auf den die k Erweiterungsschritte angewendet wurden, vy, vo € V, dann gilt:
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Die im erweiterten Graphen berechneten kiirzesten Wege sind die kiirzesten Wege im Ausgangs-
graphen unter Beriicksichtigung der Abbiegeverbote.

Beweis:
Der Beweis wird indirekt und mit vollsténdiger Induktion iiber die Kanten aus Ey gefiihrt.

Induktionsanfang:

Sei nur die Kante ¢y € Ey < alle Abbiegeverbote sind von der Form (eq,*). Annahme: Es
existieren zwei Knoten v1,v9 € V, so daf gilt: es existiert ein Weg von v; nach vo, der kiirzer ist
als der vom Algorithmus errechnete Weg.

Um die Behauptung zum Widerspruch fiithren zu kénnen, ben6tigen wir zunéchst folgenden Satz:

Satz 4.5 Zu jedem Weg (eq, ...,ex) im Ausgangsgraphen G unter Beriicksichtigung der Abbie-

geverbote von ey aus existiert ein Weg (e}, ..., €}) im erweiterten Graphen G mit:
Y (e;) =e; i=1.k
pgeo(el) = Be;) 1=1.k
IO (we (€f)) =TI (a0 (ej41)) = w(es) i=1.k—1
IIPa%(e;) = a(er)
M (e) = wler)

Beweis:
1 Fall: Fiir alle ¢ = 1..k gilt: eg # ¢;:

Sei e} := 1%0(e;) fiir alle 4, dann gilt

w(el) =w(t(e;)) Def. von 1
= w(e;) dae; € F#eg
= aleiy1) (e;) ist ein Weg
= a(u(ej+1)) Def. von a0
= a®(ej ) Def. von (0

2 Fall: eg kommt im Weg e; ein oder mehrere Male vor:
Sei
e, = 1%(e;) fiir alle i, falls eg # €;_1.

Falls eg = ¢;_1, so gilt, daB e; € N ist, es existiert also (h°)~1(1%(e;)) € E. Nur an dieser
Stelle gehen die Abbiegeverbote in den Beweis ein. Um die Wegeigenschaft in G zu erhalten,
definieren wir

el = ()71 (¢e;)), falls eg = e;_1.

Sei e; = 1071 (€}) = eg. Fiir das oben definierte €/, gilt nun:

w(el) =w(uleg)) Voraussetzung
= v Def. von w*
=a(ej,,) daej, €E
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Der Beweis fiir die anderen Kantenkombinationen verléduft analog zum Fall 1. Damit ist Satz 4.5
bewiesen.

Bemerkung;:

Analog zeigt man, daf zu jedem Weg (e;) j = 1..k im Graphen Gfi-1 unter der Beriicksichtigung
der Abbiegeverbote von f; aus ein Weg e;- j = l..k existiert mit den in Satz 4.5 beschriebenen
Bedingungen. Auch die Konstruktion des Weges bleibt gleich.

Fortsetzung des Beweises von Satz 4.4:

Der berechnete kiirzeste Weg von v nach vy heifie (b1, ...,bx), der tatsdchlich kiirzeste Weg
heiBe (eq, ...,e;). (b;) € E, (e;) € E. Von diesem Weg existiert nach Satz 4.2 ein Bild unter
der kanonischen Projektion in G. Annahme:

k

!
> Ble) < DB (br)).
j=1

i=1
Zum Weg (e;) existiert nach Satz 4.5 ein Weg (e}) C E° mit (e}) = B(e;) j =1, ..., 1. Mit der
Definition der kiirzesten Wege folgt also:

LB =X Bley)

< i B(II°(b;)) Annahme

= Zle B0 (b;) (3 ist Fortsetzung von 3
< Zé:l Ble)) b; ist kiirzester Weg in E°

Dies ist ein Widerspruch, also ist I1°°(b;) auch kiirzester Weg in G.

Der Induktionsschritt verlauft analog zum Induktionsanfang unter der Verwendung der Bemer-
kung von Satz 4.5. [

4.5.5 Die Minimalitit

Satz 4.6 Sei G = (V, E,a,w) ein endlicher, gerichteter Graph mit Abbiegeverboten T, Gl =
(Vf, Ef af ,wl) dervon G und T erzeugte Wegegraph, dann ist jede Kante notwendig, das heift:
Zu jeder Kante ef € ET existiert ein Weg w = {e¥, ...,e%} C E, so daf gilt:

Fiir alle Wege w! C Ef mit Hf(eqi”f) =e’1<i<n und of (") € V gilt ef € wf (im
Widerspruch zu (VE 2) in Definition 2.12).

Um alle Wege von G in G darstellen zu kénnen, darf also keine Kante aus Ef weggelassen
werden. Es handelt sich hierbei also um eine Art lokale Minimalitit. Der Beweis, dafl es sich
um eine globale Minimalbedingung handelt, steht noch aus.

Die Bedingung o (eqf’f) € V benétigen wir, damit bei jeder (kiirzesten) Wegeberechnung unser
Startknoten im erweiterten Graphen eindeutig bestimmt ist (siche dazu Beispiel 4.7).

Beweis:
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1. Sei e/ € E, dann definieren wir w/ := (ef). Mit dieser Definition gilt af(e/) € V nach
Satz 4.1, und alle neu erschaffenen Kanten besitzen Anfangspunkte in V\V. Nach Satz
4.1 ist ef € G7 die einzige Kante mit den Eigenschaften of(ef) € V und I/ (ef) = ¢/,
Wiirde man die Kante e/ aus G/ entfernen, so wire der erlaubte Weg w/ in G7 nicht mehr
moglich.

2. Sei ef ¢ E, dann gilt nach Satz 4.1: of (ef) ¢ V, of (e/) wurde also in einem Schritt z.B.
dem Schritt Nr. j erzeugt. Damit gilt wf(fj) = of (¢f) und die Sequenz (f;, ef) ist ein Weg
in B/ mit o/ (f;) € V. Sei w' = (e}, €}) ein Weg, fiir den 11/ (e;) = f;, T1i(ea) = I3 (e7)
und of (e1) € V erfiillt ist, dann gilt nach Satz 4.1 e; = f;. ez ist nach Konstruktion im
4. Schritt erschaffen worden, da af(es) = v/ (Wegeigenschaft) und die Anfangspunkte in
den restlichen Schritten nicht mehr veréindert werden. Damit gilt 17 (e5), 117 (ef) € N /i
und

ef = (hfi)~1(11%i (ef)) Definition von I17s
= (1)1 (117 (e3)) Voraussetzung
= e9 Definition von I17i

Wenn man also die Kante ef aus G/ entfernen wiirde, so wiire der erlaubte Weg w mit der
Bedingung af(e;) € V in G nicht mehr moglich.

Beispiel 4.7 Die Bedingung o (e’l“f) € V ist notwendig, damit der Anfangspunkt eines in den
erweiterten Graphen iibertragenen Weges eindeutig zu finden ist. Ohne diese Bedingung kénnten
in manchen erweiterten Graphen Kanten und Knoten weggelassen werden, ohne dafl es Wege im
Ausgangsgraphen gibt, die im erweiterten Graphen nicht mehr dargestellt werden kénnen. Ein
solcher Graph wird im folgenden vorgestellt:

Sei G = (V, E, a,w) mit Abbiegeverboten T' und
V= {Ul, --~,U5} E = {612,6137614,615,6217631,641,651}

alej) i=v; w(eyy) = v; (4.8)

T := {(e21,€13), (€21, €15), (€31, €14), (€31, €15) (€41, €12), (€41, €13), (€51, €12), (€51, €14) }
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Abbildung 4.4 Beispielgraph, bei dem nur rechts abgebogen werden kann

Nach 4 Schritten ergibt sich durch vierfaches Splitten des Knoten v;
€ R
Ve = {wvy, ..., 05,012, V13,014, V15 }
€ R
B = {e1a, €13, €14, €15, €21, €31, €41, €51, €312, €214, €415, €513,

€129, €123, €149, €144, €154, €155, €135, 6133}

Die Inzidenzstruktur ist wieder durch die Gleichung (4.8) erkldrt. Damit ergibt sich folgendes
Bild:
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Abbildung 4.5 Beispielgraph, bei dem nur rechts abgebogen werden kann, nach 4 Erweiterungs-
schritten

Alle moglichen Wege in diesem Graphen sind Sequenzen der Form
-+, U2, V1, Y4, V1, Vs, V1, U3, U1, V2, ...

mit festem Anfangs- und Endpunkt und beliebig vielen inneren Schleifen der Form .., v;, vy,
vi, U1, .. © = 2, ..., 5. Filir einen Weg, der im Ausgangsgraphen beim Knoten v; beginnt, kann
ohne die Bedingung of (e“l”f) € V kein eindeutiger Startknoten gefunden werden. Mit dieser
Bedingung wird eindeutig v; (im erweiterten Graphen) als Startknoten festgelegt, von welchem
aus alle Knoten vo, ..., v5 erreicht werden kénnen. Von allen anderen Knoten vy: ¢ = 2, ..., 5 aus
konnen nur jeweils zwei andere Knoten erreicht werden.

4.5.6 Fazit

Mit den Sétzen 4.4 und 4.5 wurde gezeigt, dafl im erweiterten Graphen kiirzeste Wege unter
Beriicksichtigung der Abbiegeverbote berechnet werden kénnen. Im Satz 4.3 wird gezeigt, daf die
Abbiegeverbotsklassen ohne eine feste Reihenfolge bearbeitet werden kénnen und eine manchmal
aufwendige Anordnung nicht erforderlich ist.
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Der Aufwand in der Preprocessingphase liegt vor allem in der Berechnung von Ej, sowie in
der Berechnung der Mengen N/i. Da in beiden Berechnungen im schlimmsten Fall alle Kanten
untersucht werden miissen, liegt der Aufwand bei

O(|E|) (Berechnung von Ey) * O(|E|) (Berechnung von N/*) = O(|E|?).

Seien V, E die Mengen aller Knoten bzw. Kanten, die durch das Preprocessing neu zum erwei-
terten Graphen hinzugekommen sind, so gilt:

]V! = |Ep| und

\E | = |Eoy| * Maximalzahl der Kanten, die von einem Knoten ausgehen.

Im schlechtesten Fall bedeutet dies mit n = |V| und |Ey| = |E| = O(n?):

V| =0(n?) und |E|=0(n%).

4.6 Knotenorientierte Netzwerke

Neben der Methode der Kantenaufnahme befindet sich in [SB77] noch ein Hinweis auf ein graph-
verdnderndes Verfahren, mit dem man kiirzeste Wege in Straflennetzen mit Abbiegeverboten
berechnen kann. Dazu wird jede Kreuzung so oft gesplittet, wie Straflen dort beginnen und enden.
FEine Strafle, die in zwei Richtungen befahren werden kann, wird also doppelt gezéhlt. Die alte
Kreuzung verschwindet. Jede dieser gesplitteten Kreuzungen ist Anfangs- oder Endknoten der
jeweils zugeordneten Ein- bzw. Ausfallstrafie. Von jedem Einfallstrafienknoten wird eine Kante
zu jedem Ausfallstraflenknoten gezogen. Sie stellt das Abbiegen von der Einfallstrale in die
Ausfallstrafie dar. Ein Abbiegeverbot wird durch einfaches Loschen der diesen Abbiegevorgang
reprasentierenden Kante bewirkt. Gegeben sei eine Kreuzung von 4 Strafien.

()
>

Abbildung 4.6 Ausgangskreuzung

Die folgende Abbildung zeigt die Erweiterung dieser Kreuzung mit allen Abbiegeméglichkeiten.
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Abbildung 4.7 Kreuzungsteilung

Betrachten wir exemplarisch den Einfallstraflenknoten vo. Die Kanten eo3, €95, a7 und eo; haben
v9 als Anfangspunkt. Dabei stellt es3 das Rechtsabbiegen, ess das geradeaus Weiterfahren, esr
das Linksabbiegen und es; das Wenden dar. Wollen wir nun als Beispiel das Linksabbiegen
verbieten, so loschen wir einfach die Kante es7. Auf dieser Kreuzung ist der Knoten v7 von vy
aus dann nicht mehr erreichbar.

Die Ein- und Ausfallstralen diirfen nicht gemeinsam betrachtet werden. Wiirde man die Kno-
tenpaare (v1,v2), (v3,v4), (vs,v6) und (v7, vg) zusammenfassen, so entstiinde folgende Kreuzung.
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Abbildung 4.8 Kreuzungsteilung mit Zusammenfassung der Ein- und Ausfallstrafien

Bei einem Linksabbiegeverbot von v; aus wiirden wir zunédchst die Kante vy 16schen. Das
Linksabbiegen an dieser Kreuzung wire aber weiterhin denkbar, denn die Fahrtrouten (e13, es7),
(e15,€57) oder (e13, e35, e57) bleiben weiterhin moglich. Um das Linksabbiegen generell zu verbie-
ten, miissen also noch mehr Kanten geldscht werden, was eventuell andere Fahrtrouten verbietet,
die aber eigentlich erlaubt sind.

Das Aufteilen jeder Kreuzung vergréfiert den Graphen wesentlich. In unserem Beispiel wurden
aus einem Knoten 16 Kanten und 8 Knoten erzeugt. Allgemein sind dies fiir n Eingangskanten
und m Ausgangskanten n + m neue Knoten und n - m neue Kanten. Wenn an der beschriebenen
Kreuzung unser Weg beginnen soll, ist auch nicht klar, an welchem der Knoten dies sein soll.
Dieses Problem kann aber durch Definition eines weiteren Knotens behoben werden (Startknoten
dieser Kreuzung). Von diesem Knoten mufl dann zu jedem Ausfallstraenknoten eine Kante
gezogen werden.
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Kapitel 5

Berechnung kiirzester Wege in
Graphen mit Wegeverboten

Bei der Berechnung von kiirzesten Wegen in Straflennetzen sollen Wegeverbote einbezogen wer-
den. Ein Wegeverbot ist ein verallgemeinertes Abbiegeverbot. Ein Abbiegeverbot verbietet aus
der Strafle A kommend die Weiterfahrt in Strafle B. Ein Wegeverbot untersagt die Weiterfahrt
in Strafle C', wenn zuerst die Strafle A und dann die Strafle B befahren wurde. Befihrt man die
Strafle B nicht von Strafle A her kommend, so ist die Weiterfahrt in Strafle C' moglicherweise
erlaubt. Ein Wegeverbot gibt es zum Beispiel in Stuttgart auf der B 14 vom Schattenring in
Richtung A 831. Hier ist die Ausfahrt an der Anschlufistelle Stuttgart Vaihingen untersagt, wenn
man die B 14 von der Anschlufistelle Universitit aus befdhrt (siehe Abbildung 5.1).

5.1 Motivation

Es gibt mehrere Griinde, Wegeverbote zu betrachten.

1. Auf mehrspurigen Straflen mit Ein- und Ausfahrten auf der rechten und linken Seite ist
es moglich, dal nach der Einfahrt die sofortige Ausfahrt, die ein gefihrliches Queren der
Strafle zur Folge hiitte, verboten ist. Um diesen Sachverhalt mit einem Abbiegeverbot zu
beschreiben, kann z.B. die Ein- und Ausfahrt zu einer Kreuzung zusammengefaf3t wer-
den, was Ungenauigkeiten zur Folge hat. Die Definition eines Wegeverbotes spiegelt den
Sachverhalt besser wider.

2. Bei einer Routenplanung sollen bewuft gewisse Wege nicht beriicksichtigt werden.

3. Bei einer Reise sollen nicht zu viele Orte, an welchen etwa keine Wartung des Fahrzeuges
moglich ist, hintereinander besucht werden.

4. Das Problem der k-kiirzesten Wege kann ebenfalls mit Wegeverboten beschrieben werden,
indem man im ersten Schritt den kiirzesten Weg berechnet, diesen dann verbietet und dies
k — 1 mal wiederholt (siche dazu auch Abschnitt 7.2).
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Autobahn

Vaihingen

Schattenring

Universitat Q
S

Abbildung 5.1 Verkehrslage der B 14

5.2 Der Losungsansatz

Die Idee des Algorithmus besteht darin, die erste Kante eines Wegeverbotes umzuleiten, um
dann den letzten Schritt zu verbieten. Als erstes werden die Kanten und Knoten eines Wege-
verbotes ohne erstes und letztes Element gesplittet. Der verdoppelte Weg wird in den Graphen
eingebunden. Am Ende werden die gesplitteten Wege mit dem Originalgraph und untereinander
verbunden.

Im Folgenden sei G = (V, E, a,w) ein Graph mit Wegeverboten P, welche analog zur Gleichung
2.3 in Aquivalenzklassen zusammengefafit sind. Wenn zu einem Wegeverbot p ein Wegeverbot
p’ existiert und p’ ist ein Teilweg von p, so soll auf die Betrachtung von p verzichtet werden.
Der Einfachheit halber méchte ich auf die Betrachtung einer Kantengewichtsfunktion verzichten.
Eine Erweiterung auf gewichtete Graphen ist jederzeit moglich und intuitiv klar.

Nach der Definition 2.9 ist ein Wegeverbot ein verallgemeinertes Abbiegeverbot. Deshalb ist es
sinnvoll, einen Ansatz zur Berechnung kiirzester Wege in Graphen mit Abbiegeverboten zu ver-
allgemeinern. Der von mir vorgestellte Algorithmus baut auf dem Ansatz des verbotsorientierten
Knotensplitting aus 4.5 auf.

Der Graph G soll zu einem Graphen G’ ohne Wegeverbote erweitert werden, der folgende Ei-

genschaften hat:

1. Es existiert ein Epimorphismus von G’ nach G, das heifit, G geht aus G’ durch Zusam-
menfassen einiger Kanten und Knoten hervor. Dieser Epimorphismus heifit kanonische
Projektion.
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2. Jeder erlaubte Weg in G besitzt mindestens einen ihn reprisentierenden Weg in G’.

3. Die kanonische Projektion jedes Weges aus G’ ist ein Weg in G und darf keinen verbotenen
Teilweg enthalten.

4. G erfiillt die gleiche Minimalitéitseigenschaft wie die Grapherweiterung aus Abschnitt 4.5.

G’ ist also ein von G erzeugter Wegegraph. Bei der Grapherweiterung werden zuerst die Kanten
und Knoten des Wegeverbotes ohne die jeweils ersten und letzten Kanten und Knoten verdoppelt
und in den Graphen eingebunden. Danach werden die verdoppelten Wege mit dem Ausgangs-
graphen und untereinander verbunden.

Im Gegensatz zu den Abbiegeverboten gibt es bei den Wegeverboten drei zu unterscheidende
Lagebeziehungen zwischen zwei Wegeverboten. Seien in einem Graphen zwei Wegeverbote p =
(e1, ...yem) und p' = (e, ...,el,) definiert, dann héngt deren Lagebezichung und damit die

Bedeutung fiir den Algorithmus im Wesentlichen von den Anfangskanten e; und €] ab.

1. Fall: e; ¢ p/ und €] ¢ p. In diesem Fall konnen die Wegeverbote getrennt voneinander
betrachtet werden.

2. Fall: e; = ¢€}. In diesem Fall sind die Wegeverbote in derselben Klasse. Fiir p # p’ konnen
gewisse Kanten gemeinsam betrachtet werden.

3. Fall: €} € pund e; # €| (oder analog e; € p'): Hier miissen die Wegeverbote gemeinsam
betrachtet werden.

Bemerkung: Der Fall €] € p und e; € p’ kann vorkommen und ist in dieser Fallunterscheidung
ebenfalls beriicksichtigt. Wegeverbote kénnen sich auch selbst kreuzen. Die dafiir notwendigen
Kanten werden ebenfalls in der Rubrik 5.5 definiert. Ein einzelnes Betrachten jedes Wegeverbotes
fiir sich und das Erstellen von Zwischengraphen funktioniert mit diesem Algorithmus nicht (siehe
Abschnitt 7.1).

In einem Graphen mit Wegeverboten ist es im Gegensatz zu Graphen mit Abbiegeverboten
moglich, kiirzeste Wege zu finden, die eine unidirektionale Kante mehrfach durchlaufen. Dies
zeigt folgendes Beispiel:
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Beispiel 5.1

Abbildung 5.2 Beispielgraph mit einem Wegeverbot, bei dem kiirzeste Wege eine Kante mehr-
mals beinhalten.

Gegeben ist ein Graph (V, E, a,w) mit Wegeverboten P und der Knotenmenge
V= Vi, 1= 16,

der Kantenmenge
E = {e12, €23, €24, €32, €45, €46, €51, €64 },

den Inzidenzabbildungen a(e;;) = v; w(e;;) = vj, und dem Wegeverbot
P = {(es2, 24, €46) }-

Ein Weg von v3 nach vg mufl des Wegeverbotes wegen mindestens ein Mal den gesamten Kreis
V9, V4, U5, v1 durchlaufen. Der kiirzeste Weg von v3 nach vg wire hier

(e32, €24, €45, €51, €12, €24, €46)
Definition 5.1 Sei G := (V,E,o,w) ein Graph, w = (e, ...,e,) € W, P eine Menge von
Wegeverboten und sei P C PN[w]. Fiir jedes p € P sei die Menge [p] = {p1, ..., pm} angeordnet.

Sei P := {p € If’ | p ist maximaler Anfangsweg von w}, und seip aus P, dann gilt P C [p]. Das
Element p, € P mit dem kleinsten Index k heifst der maximale Anfangsweg von w in P'.

Sei P:={p e P'|p ist Endweg von w}, und sei

Eka(P,w) := max{eka(p,w) | p € P}.
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Falls eka(p,w) = Eka(P,w) gilt, so nennt man p einen maximalen Endweg von w in P.
Alle mazimalen Endwege von w in P liegen in der Klasse [p]. Das Wegeverbot mit minimalem
Index heifit der maximale Endweg von w in P. Existiert kein Weg dieser Art, so sei p:= A
und Eka(P,w) := 0.

Analog zur Gleichung 4.5 definieren wir wieder die Menge Fy durch
Ey:={ec E|3(e,eq, ..,e,) € P}

als Menge aller Kanten, von welchen aus ein Wegeverbot beginnt.

5.3 Die Wegeverdopplung

Die Grundidee meines Algorithmus besteht darin, den ersten Schritt eines verbotenen Weges
umzuleiten, um dann den letzten Schritt zu verbieten. Bei einem verbotenen Weg bestehend
aus n Kanten ist das Befahren der ersten n — 1 Kanten erlaubt — erst der n-te Schritt ist dann
verboten.

Erster Schritt der Wegeverdopplung

Sei [p] eine wie in Definition 5.1 angeordnete Wegeverbotsklasse. Wir betrachten im ersten
Schritt nur das erste Wegeverbot p; = p = (e, ..., e,). Wir werden die Kanten und Knoten des
Wegeverbotes p bis auf die ersten und letzten Elemente verdoppeln. Hierzu definieren wir eine
Menge von neuen Knoten V? = {v?, ..., o" |} Diese sind die gesplitteten Endknoten der Kanten

aus p. Zusatzlich definieren wir eine Bijektion hf{, : VP — (e1, ...,en—1) (jede Komponente
wird als ein Bildelement gesehen — im Folgenden soll eine Bijektion in einen Vektor immer
komponentenweise erklért sein) durch

Ry, (V) =€ i=1,..,n—1.

Der Knoten Nr. n wird nicht benétigt, da der Weg in diese Richtung verboten ist. Da die Abbil-
dung K}, in einen Vektor abbildet, wird sichergestellt, da8 ein eventuell mehrfach vorkommender
Knoten im Wegeverbot auch mehrfach gesplittet wird.

Falls n > 2 definieren wir weiterhin eine Menge von neuen Kanten EP = {5, ...,e? _,} und eine
Bijektion h} : EY — (ea, ...,e, 1) durch

i (el) :=e i=2,..,n —1

Ef stellt die gesplitteten Kanten ohne erste und letzte Kante des Weges p dar. el ist keine neue
Kante, sondern e := e1. e erhilt den neuen Endpunkt v} (= Umleitung).
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p = (€1, ...,e5) = (€12, €23, €34, €45, €56)

€2 €3 €4

Abbildung 5.3 Fine Wegeverdopplung

k-ter Schritt der Wegeverdopplung

Siehe zu diesem Schritt auch Beispiel B.9.

Sei P := {p1, -.spk—1 € [p] | pii =1, ...,k — 1 wurden bereits bearbeitet } — wir betrachten das
Wegeverbot py = (e1, ..., e,) welches noch nicht bearbeitet wurde. Es sei p’ = (e, ...,e],) der
maximale Anfangsweg von pj, in P mit ¢ gemeinsamen Kanten. Ab der Kante €g+1 nimmt das
Wegeverbot pj einen anderen Verlauf als alle zuvor behandelten Wegeverbote. Gilt ¢ = n—1, so
ist nichts weiter zu tun, da die Kante e, nicht gesplittet wird. Gilt sogar ¢ > n, so ist py Teilweg
von p/, und damit wiirde das Wegeverbot p’ sowieso nicht betrachtet werden. Im Folgenden ist
also ¢ < n.

Die Kanten und deren Endknoten bis zum Index ¢ kénnen aus den vorigen Schritten iibernom-

men werden und miissen nicht erneut gesplittet werden. Da ¢ < n ist, definieren wir eine Menge

von neuen Kanten ET* := {e/*, ..., e* | }, und eine Bijektion h{* : Ef* — (eg41, ..., en—1) durch

hy*(el*) :=e; i = q+1, ...,n — 1. Dies sind die Kanten des verdoppelten Restweges.

P
q

jektion hP¥ : VPE — (€441, ., €n_1) durch RP¥(vP*) := ¢;, i = ¢ + 1, ...,n — 1. Diese sollen die
gesplitteten Endknoten der Kanten aus p; darstellen.

Zusétzlich definieren wir eine Menge von neuen Knoten VP+ := {v?%, .. oP* |}, und eine Bi-

Nachdem alle Wegeverbote betrachtet wurden fassen wir die neu definierten Elemente zusam-
men:
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Definition von Gy := (V1 EY ot wl, P):
=V E'=JE VI=VuV' E':=EUE'
pEP peEP
(G ist eine Erweiterung des Ausgangsgraphen mit gesplitteten Wegeverboten.
Definition der Inzidenzabbildungen:

Definition von w' : E' — V! fiir jedes p € P:

w(e) fiir alle e € E\Ep
wle) =4 (M) LR (e)) falls e = 6? SO
(RY)~1(e) falls e = e; die erste Kante von p € Ej ist.

G ist kein Teilgraph von G, da fiir die Kanten eq aus Fy gilt: wl(e;) ¢ V (formal miifite
eigentlich eine Umbenennung erfolgen). Sonst bleibt die Inzidenz aber erhalten.

Definition von o! : E! — V1: Fiir e € E definieren wir a!(e) := a(e). Dies gilt insbesondere
fiir die nicht gesplitteten Kanten aus Ey. Sei nun das Wegeverbot p := py = (eq, ..., e,), und sei
p = (e, ...,e),) der maximale Anfangsweg von p in {p1, ..., pr_1} mit ¢ gemeinsamen Kanten,
dann definieren wir

al(eh) = wl(egfl) falls 7 > ¢+ 1
w'(e?) falls j =q+1

Die Kanten e; mit j < ¢ von p sind nicht gesplittet worden. Der verdoppelte Restweg von p
wird also an den maximalen Anfangsweg p’ angeheftet.

Mit diesen Definitionen gilt aulerdem fir j = g¢q, ...,n — 1:

wl(eﬁ) = (R}~ (hf(e?)) Definition von w!
= (h¥)"L(e;) Definition von € (5.1)
=y Definition von v7.

al(el) =wl(e!_;) Definition von o'

=v;_, siehe oben,
und falls zusétzlich p # p; oder ¢ + 1 > j ist, gilt

al(el,)) = wll(eg/) Definition von o

= vg siehe oben.

Fiir die erste Kante e; des ersten Wegeverbotes p; jeder Klasse gilt analog w'(e1) = 7.
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p = (€1, ...,e5) = (e12, €23, €37, €78, €89) p = (€], ...,e5) = (e12, €23, €34, €45, €56)

Abbildung 5.4 Zweiter Schritt einer Wegeverdopplung

Definition der kanonischen Projektionen II

Wir definieren die Abbildung I}, : V1 — V:

H%,(v) _ { ) firalleveV

w(h? (v)) falls v € VP
und die Abbildung 1%, : E* — E:

1 ] fir allee € £
Mg (e) = { WP(e) falls e € EP.

Diese heifien kanonische Projektionen von G' nach G.

Mit dieser Definition gilt fiir p := (e, ..., e,) und dessen gesplitteten Weg (eZ 1 € )
p(ef) =M(ef) =e (5.2)

Satz 5.1 Seien alle Definitionen aus dem Abschnitt Wegeverdopplung giiltig, dann gilt: Die

kanonischen Projektionen sind Epimorphismen, das heifit surjektiv und inzidenzerhaltend. Es
gilt also fiir alle e € E*:

w(Ih(e)) = I (W'(e) und a(lTh(e)) = Ty (' (e)).
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Beweis:
w(ITj(e)) = Iy (w' (e)):
Fiir e € E\Ey gilt w(e) € V und damit gilt:

w(IL(e)) =w(e) Definition von I
=M} (w(e)) wl(e)eV (5.3)
= I}, (w'(e)) Definition von w! fiir e € E\ Ey.

Sei p = p := (e1, .., en) € P, p" := (€], ..., €},) der maximale Anfangsweg von p in {p1, ..., px—1}

s Cm

mit ¢ gemeinsamen Kanten und sei (ef,, ...,e},_;) der gesplittete Weg von p. Fiir € € EY gilt

w(el) € V! und damit:

Ty (w' (ef))

|

=
<

<

) nach Gleichung (5.1)
() Def. von 1Ty,

) Def. von hf,

L (e?)) wegen Gleichung (5.2).

I
S

Analog zeigt man die Beziehung fiir Kanten aus Ej.

a(IT(e)) = I (a' (e)):

Der Beweis al(llL(e)) = Ui (al(e)) fiir e € E (und e € Ep) verlduft analog zu Gleichung (5.3).
Fiir €f € B und ¢ +1 < j < n gilt

I, (o' (e)) = I, (o)) nach Gleichung hinter (5.1)
R, (v?_1)) Def. von II},
1) Def. von hf,
) p ist ein Weg
IL(e?))  wegen Gleichung (5.2).

Iy (o' (eh 1)) =TIy ?g/) nach Gleichung zwei hinter (5.1)
w(h¥, (v?'))  Def. von H%/,
= w(ey) Def. von hf,
= w(eq) eq = €y (Def. des maximalen Anfangsweges)
aleg+1) p ist ein Weg
(

I
Q

I (eh, ;) wegen Gleichung (5.2).

Die Abbildungen
e Vvl ) i=ve vt
und
L E—EY l(e):=ecE!



heilen kanonische Injektionen von G nach G'. Wenn durch das Argument klar ist, ob L%/ oder
1}, gemeint ist, so schreiben wir stattdessen auch !(v) bzw. i!(e).

Die Abbildungen ¢{, und ¢} sind wohldefiniert, injektiv, aber nicht surjektiv. Sie sind auch nicht
inzidenzerhaltend, da fiir eg aus Ey w'(th(e)) ¢ V, aber 1l (w(eg)) € V ist. Sonst bleibt die
Inzidenz aber erhalten.

Fir e € I gilt:

L(th(e)) =TMkL(e) Definition von ¢}, (5.4)

=e Definition von I} ’
Seip :=pg = (e1, ..y en) € P, (€h 4, -, €, 1) dessen gesplitteter Weg, und sei p’ = (e, ..., e;,) €
P der maximale Anfangsweg von p in {pi, ...,pp—1} mit ¢ gemeinsamen Kanten. Der Ver-

lauf dieses Wegeverbotes im erweiterten Graphen G' wird durch die folgende Abbildung P :
(€1, ..., en_1) — E' dargestellt:

(R)~(e;) =€l fir g+ 1<i<n.

1

YP(e;) 1= { ?/)p/(eél) firl <i<g

Fiir das erste Wegeverbot p; jeder Klasse gelten diese Definitionen ebenfalls, wenn man gleichzei-
tig ¢ := 0 und ¢P!(e1) := 15 (e1) definiert. Insbesondere folgt aus der Definition des maximalen
Anfangsweges

/

WP(eg) = ¥ (ey) = €. (5.5)

Insbesondere gilt

/!

W (PP () = v? = i = j und p = p” nach Definition von v?.

Satz 5.2 Seip := pp = (e1, ...,e,) € P, (ef;H, € ) dessen gesplitteter Weg und sei p’ =

/

(€, ...,el,) € P der mazimale Anfangsweg von p in {p1, ..., px—1} mit ¢ gemeinsamen Kanten,

dann gilt: (YP(e1),, ..., P (ey)) ist ein Weg und

Oy (YP(e;)) =e; fir1 <j<n (5.6)

Beweis:

Fiir die Wegeigenschaft miissen wir w!(¢?(e;)) = Oél(¢p(€? 1)) zeigen. Diesen Beweis fithren wir
mit vollstdndiger Induktion {iber die Wegeverbote jeder Klasse.

Induktionsanfang: Sei k = 1 damit betrachten wir das erste Wegeverbot pi, und sei e; fest
gewahlt, dann gilt:

= w'(e") Def. von P!
=} nach Gleichung (5.1)
=al(e])) nach Gleichung (5.1)

= a' (P (ej11)) Def. von P,
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Induktionsschritt: Sei die Eigenschaft bereits fiir p; 1 <1¢ < k — 1 gezeigt worden, dann gilt
sie auch fiir pg:

Zu zeigen ist nur noch w!(yP(e,)) = al(¥P(e441)), denn die Wegeigenschaft der davorliegen-
den Kanten folgt aus der Induktionsvoraussetzung; und die Wegeigenschaft der nachfolgenden
Kanten wird analog zum Induktionsanfang gezeigt.

Wl (YP(eg)) = wl(e{;,) nach Gleichung (5.5)
=a'(e),y) Def. von o'
= a'(P(eq+1)) Def. von ¢P.

Die Gleichung (5.6) beweisen wir ebenfalls mit vollstdndiger Induktion iiber die Wegeverbote
jeder Klasse:

Induktionsanfang: Sei k = 1 und sei e; fest gewéhlt, dann gilt

H}E(¢p(ej)) = H}E((hf)fl(ej)) Def. von P
= hf((hjlo)_l(ej)) Def. von H}E
=e; hY ist Bijektion
Induktionsschritt: Sei die Gleichung (5.6) bereits fiir p; 1 < i < k — 1 gezeigt worden, dann
gilt sie auch fiir p:

Wie im vorigen Beweis ist die Eigenschaft nur noch fiir j = ¢ zu zeigen, denn fiir Kanten mit
kleinerem Index folgt sie aus der Induktionsvoraussetzung, und fiir Kanten mit gréfferem Index
beweist man sie analog zum Induktionsanfang.

OL(WP(eq)) = H}E(eg/) nach Gleichung (5.5)
= H}E((hlf/)*l(e;»)) Definition von h? (j = q)
= By (W} )~(€})) Det. von I},
= 1% ist Bijektion
=e; Definition des maximalen Anfangsweges

Satz 5.3 Sei p := pr = (e1, ...,en) € P, (ef;H, € ) dessen gesplitteter Weg. Zu festem
1 <j<nseip:=p;= (1, ...,6n) ein Wegeverbot mit der Eigenschaft &; = e; fir 1 <i < j
und k < k, dann gilt:

UP(er) = PP(&) fiir 1 <i < j.
Beweis:

Um diesen Satz zu beweisen, bendtigen wir eine Induktion iiber den Index j.

Induktionsanfang: Sei j = 1, dann gilt: p; € [p] ist maximaler Anfangsweg der einkantigen
Wege e; und é;. Nach Definition von ¢ gilt fiir ¢ = j = 1:

PP(ér) = ef' = P (er).
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Induktionsschritt: j — j+1:

Sei P(e;) = ¢P(e;) fiir 1 < i < j. Sei p' = (€}, ...,e},) der maximale Anfangsweg von

e
(e1, -y €j41), dann gilt: p’ ist auch maximaler Anfangsweg von ef, ...,e/, ;. Damit gilt:
YP(Ej41) = 6?;1 da p’ maximaler Anfangsweg

= 4P(ej4+1) Definition von 9?.

Fiir ¢ < j folgt die Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung, da der maximale Anfangsweg
von (eq, ..., ¢;) unabhéngig von j ist. [

Definition 5.2 Seip:= (e, ...,e,) € P und die Wegeverdopplung sei bereits durchgefiihrt. Wir
definieren
vl .= U VP und EP! .= U EP,
pelp] pelp]
dann ist GIPl = (VIPL EIP) ot ') ein Baum mit Wurzel a'(e1), wenn der Definitionsbereich

der Inzidenzabbildungen auf EP! eingeschrinkt wird. GIP1 ist ein Teilgraph von G* und heifst
der von der Klasse [p] erzeugte Wegebaum.

5.4 Die Verbindungen der gesplitteten Wege mit dem Ausgangs-
graphen

In diesem Abschnitt werden alle Kanten definiert, iiber welche die Wegebdume ohne Beachtung
weiterer Wegeverbote wieder verlassen werden kdnnen.

Sei p:=pg = (e1, -, en) € P, (e, ..., ep ;) dessen gesplitteter Weg und sei p’ = (e, ..., ep,) €

P der maximale Anfangsweg von p in {p1, ..., pr—1} mit ¢ gemeinsamen Kanten. Wir definieren
fiir jedes ¢ < j < n eine Menge NJP als Menge aller Kanten, in welche von der Kante e; aus
ohne Auswirkung von irgendeinem Wegeverbot abgebogen werden darf. e aus E wird in ij
aufgenommen genau dann, wenn gilt:

(a) a(e) = w(ej) (5 7)
(b) Es gibt kein Wegeverbot p mit p ist Endweg von w :=e;+ ... +e; + e in P. '

Insbesondere gilt damit e;j;1 ¢ ij, da das Wegeverbot p Endweg von (e1, ...,e;,ej41) ist. Es
gilt NV ]p N Ey = (), denn wenn fiir die Anfangskante é; von p ¢é; € NJP gelten wiirde, dann wére
p ein in (5.7b) beschriebener Endweg. Zum Wegeverbot p definieren wir

n—1

N = (U (o) (5.8)

j=q+1 eeN?
und insgesamt sei

N =[] NP
peP
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Die Elemente der Menge N sind Kantenpaare, die in der zweiten Komponente die Menge aller
Kanten beinhalten, iiber welche der verbotene Weg p ohne Beachtung anderer Wegeverbote
vorzeitig verlassen werden kann. In der ersten Komponente steht die (gesplittete) letzte Kante,
von welcher aus der verbotene Weg verlassen wird. Diese Komponente ist z.B. notwendig, wenn
sich das Wegeverbot selbst kreuzt.

Wir definieren eine Menge von neuen Kanten £? mit 3 eine Bijektion hy : E2 — N. Sei (e?.e) ein
Element aus N, so kénnen die Elemente aus E? als e’;’ . geschrieben werden, wobei die Bijektion
ho folgendermaflen definiert ist:

ho(el ) == (€, e).

i,e

Wir erweitern G zu G2: 3
v2.=v! E?.=FE*’UFE'

Definition der Inzidenzabbildungen:

Definition von w?: E?2 — V?2:

1 . 1
2, ) wi(e) fiir alle e € E
wie) = { w(ma(ha(e))) falls e € B2 (59)
Definition von o? : E? — V%
2 at(e) fiir alle e € B!
a”(e) = 1 2
w'(m(he(e))) fallsec E
Damit gilt fiir eﬁe € E%
aQ(eﬁe) = wl(m(hg(eﬁe))) Definition von o?
= wl(mi(e?,e) Definition von hs (5.10)
= nach Gleichung (5.1).
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(2) p 3) P (4) p 5)

) €3 €4
, ., o ,
P
€2
“ p = (€1, ...,e5) = (€12, €23, €34, €45, €56)
€1 €2 €3 €4 €5

w = (6176276) = (61276237637)

Abbildung 5.5 Fine Verbindung eines gesplitteten Weges mit dem Ausgangsgraphen

Die kanonische Projektion wird um die neuen Kanten erweitert: 113, : E? — E:

I1L(e) falls e € E*
2 . E -
g (e) = { To(hae)) falls e € B2

Die kanonische Projektion der Knoten bleibt unverdndert, da keine neuen Knoten definiert
wurden. Die Definition der kanonischen Injektionen (%, :% und die Gleichung (5.4) werden aus
dem ersten Schritt iibertragen.

Damit gilt fiir e}, € E?%
g (ef,) = ma(ha(ef,)) = ma(ef e) = e (5.11)

Mit diesen Definitionen bleibt die kanonische Projektion H2E inzidenzerhaltend - Satz 5.1 kann
also auf Elemente von E? erweitert werden:

Fiir €] | € E? gilt analog zur Gleichung (5.3):

W(H%(eie)) = w(e) nach Gleichung (5.11)
= ]___[%/(u)(e)) w(e) eV,daec€ E\EO
— H%/ (w(m(hg(eg .)))) Definition von hs
=10}, (oﬂ(ef o) Definition von w?
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und fiir deren Anfangsknoten gilt

Iy, (a?(e} ) =TI (w'(e])) nach Gleichung (5.10)
= w(Il}(e?)) nach Satz 5.1
= w(e;) nach Gleichung (5.2)

e) nach Bedingung (5.7a)
11%(e?.)) nach Gleichung (5.11)

5.5 Die Verbindungen der gesplitteten Wege untereinander

In diesem Abschnitt werden alle Kanten definiert, iiber welche die Wegebdume verlassen werden
konnen, wenn zusétzlich noch andere Wegeverbote beachtet werden. Siehe zu diesem Abschnitt
auch Beispiel B.10.

Sei p:=py = (e1, -, en) € P, (e, ..., e) ;) dessen gesplitteter Weg und sei p’ = (e, ..., ep,) €
P der maximale Anfangsweg von p in {p1, ..., px—1} mit ¢ gemeinsamen Kanten. Wir definieren
fiir jedes ¢ < j < m eine Menge M]p als Menge aller Kanten, in welche von der Kante e; aus
bedingt (mit Auswirkung von Wegeverboten (¢ [p])) abgebogen werden darf. Wir betrachten

alle Kanten e aus F, fiir die gilt:

(a) ale) =w(e))
(b) Es gibt Wegeverbote p” ¢ [p], die Endweg von w :=e;+...+e; + e in P sind, (5.12)
und sei p der maximale dieser Endwege mit é; = e.

Zu der Kante e = ¢é; existiert eine im Abschnitt 5.3 definierte Kante ef mit hzf (ef ) = é&;. Diese
Kante wird in M} aufgenommen.

Bemerkung: Der Fall p € [p] ist bereits im Abschnitt 5.3 betrachtet worden.
Zum Wegeverbot p definieren wir

n—1 y

MP=( U (U (e

J=atl efem?

und insgesamt sei
M= MP.
peP

Ist [p] # [p] oder t < i+ 1 < I, dann muB die Kante e = ¥ so gesplittet werden, daf sie die
Wegeverbote p und p verbindet. Der Fall der Selbstkreuzung p = p ist hier nicht ausgeschlossen.
Das Verbinden des Weges p mit dem maximalen Endweg p ist eine der zentralen Ideen des
Algorithmus. Wir definieren eine Menge von neuen Kanten F3 mit 3 eine Bijektion hs : F5 — M
und

halel?) = (2. ).
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Wir erweitern G? zu G3: .
V3i.=V? E)=PE°UE”
Definition der Inzidenzabbildungen:

Definition von w3 : E3 — V3:

3, | w¥e) falls e € B2
U= w2 (malhs(e))  falls e € B

Definition von o® : E3 — V3.

N ) falls e € E?
)= 2 m(hsle))  falls e € BP.

Mit dieser Definition gilt

a?’(eﬁ’f) = und w3(e£’f) =P

Die kanonische Projektion wird um die neuen Kanten erweitert: 113, : B3 — E:

I3 (e) = 1% (e) falls e € 1?2
B ML (ma(ha(e))) falls e € E3.

(5.13)

p = (€1, ...,e5) = (€12, €23, €34, €45, €56) p = (€1, ..., €4) = (€23, €37, €78, €89)
e (5)
A
o N
(r—()
()
vy
ey (8)

Abbildung 5.6 FEine Verbindung zweier gesplitteter Wege
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Analog zum letzten Schritt bleibt die kanonische Projektion der Knoten unverédndert, da keine
neuen Knoten definiert wurden. Die Definition der kanonischen Injektionen L:‘)’/, L% und die Glei-
chung (~5.4) konnen wortlich aus den vorherigen Schritten ibernommen werden. Damit gilt fiir
eg P e E3:

() = T (e]) = . (5.14)
Also wurde tatsdchlich die Kante é; gesplittet.

Wir erweitern Satz 5.1 auf Elemente von E2: Sei eﬁ ’f € E3, dann gilt:
I (o (el?)) =TI (w'(e?)) Nach Gleichung (5.13)
’))  Bew. der Inzidenztreue fiir
Elemente aus E' Satz 5.1
= ) Nach Gleichung (5.2)
= a(é) Def.von M (Bedingung 5.12a)
%(eﬁf)) Nach Gleichung (5.14)

I
£
=
DjH
~
NSRS

MM (w3 (eff)) =TI (w'(e])) Nach Gleichung (5.13)
w ))  Bew. der Inzidenztreue fiir

Elemente aus E'
ét) Nach Gleichung (5.2)
H%(eﬁf)) Nach Gleichung (5.14)

Die Abbildung I1{, sowie die Zusammensetzung der Abbildungen IT%, 112, und 113, sind die ge-
forderten Abbildungen ® und ¥ aus Definition 2.12.

Insgesamt ergeben sich also die folgenden neuen Mengen mit ihren Bijektionen:

~ n? ~ h ~ h ~ 4
p 1 2 "2 3 "3 v
B 5 egity ment E2ISN D BRI M VP ey, enot

Zusammengefaflt lauten die neuen Inzidenzstrukturen:

ale) falls ecFE Originalgraph

val falls e =e!  erster Schritt der Wegeverdopplung
a?(e) == vl falls e = ef; 41 k. Schritt der Wegeverdopplung

o falls e =e;, Verbindung mit dem Ausgangsgraphen

o falls e =e] P Verbindung der Wege

ale) falls ee E\Ep  Originalgraph

vy falls e =-e; € Ey erster Schritt der Wegeverdopplung

wi(e) =14 v falls e =¢el erster Schritt der Wegeverdopplung
w(ée) falls e= eﬁ 5 Verbindung mit dem Ausgangsgraphen
vf falls e = eﬁ ’f Verbindung der Wege
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Und die kanonischen Projektionen:

e falls
5, ) e falls e=ef o falls veV
M5):=90 ¢ fals e=eb . W)= ) falls v=1f
& falls e=el?

)

Bemerkung: Nach Konstruktion ist die Erweiterung G® unabhiingig von der Reihenfolge der
Wegeverbotsklassen. Wir werden im Satz 5.6 zeigen, dafl die Erweiterung auch unabhéngig von
der Reihenfolge der einzelnen Wegeverbote einer Klasse ist.

5.6 Erlauterungen zum Algorithmus

In diesem Abschnitt soll die Grundidee des Algorithmus zur Wegegrapherweiterung erldutert
werden. Dazu denken wir uns ein Fahrzeug, das sich in unserem Ausgangsgraphen mit Wegever-
boten bewegt. In diesem Abschnitt werden vier Beispiele diskutiert. Weitere Beispiele befinden
sich im Abschnitt B.2.

5.6.1 Beispiel mit einem Wegeverbot

Betrachten wir zunéchst folgenden Beispielgraphen mit nur einem Wegeverbot: Gegeben sei ein
Graph G = (V,E,a,w) mit V = {vy, ..., u5}, E = {e12, €21, €23, €32, €34, €43, €45, €54 }, mit dem
Wegeverbot p := (e12, €23, €34, €45) und den Inzidenzabbildungen a(e;;) = v;, w(ei;) = vj.

Abbildung 5.7 FEinfacher Beispielgraph mit nur einem Wegeverbot

Es ist also darauf zu achten, dafl e45 nicht durchfahren wird, wenn zuvor die Kanten e, €3
und egq durchfahren wurden. Dazu konstruieren wir zusétzlich eine Art Umleitung am Knoten
v1 in Richtung vy (= Duplikat von vy). Diese beinhaltet den gesamten Weg p aufler der ersten
und letzten Kante (siehe Abschnitt 5.3). Die erste Kante wird nicht benétigt, da der Kante ejo
ein neuer Endknoten (Umleitung zum verdoppelten Weg p) zugewiesen wird. Das Weglassen der
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letzten Kante (e45) stellt das eigentliche Wegeverbot dar. Der verdoppelte Weg kann (zunéchst)
nur vom Knoten v; aus erreicht werden - er mufy aber befahren werden, wenn v in Richtung v
verlassen wird. ejo ist im Beispiel die einzige Kante, fiir die ab dem ersten Erweiterungsschritt
w(eij) 75 Uy gllt
Folgende Mengen werden im Abschnitt 5.3 neu definiert:

VP = {vf b, v8} = {vy, vz, 00} und Ef = {eb, el } = {exs, ez}

Wir betrachten nun die induzierten Abbildungen. Im Abschnitt 5.3 werden die Kanten von p
mit (e, ez, €3, e4)[=(€12, €23, €34, €45)] bezeichnet. Die Kanten (oder Wege) in eckigen Klammern
sagen, welche Kanten des Originalgraphen gemeint sind. Da aber hiufig die Indizierung wichtig
ist, konnen die Kanten nicht direkt gleichgesetzt werden.

hy (vy) = By (v]) = e1[= ex2] hiy(vyr) = i (vh) = ea[= eas)]
Wy (var) = Ry, (v5) = e3[= e3d]
hi(exy) = hi(e}) = ea[= eas] i (ezrar) = hi(e}) = e3[= es]

(e12) =v2 T (vy) = w(hy, (vh)) = w(ezs) = v3

H1E~(62/3/) = hzl)(eg) — €93 Hg(egq/) = h?(eg) — €34
p

o ist der i-te gesplittete Knoten des Wegeverbotes p - e ist die i-te gesplittete Kante des

2

Wegeverbotes p.

Die Umleitung muf} auf jedem erlaubten Weg wieder verlassen werden kénnen. Deshalb werden
alle Kanten e, iiber die es erlaubt ist, den Weg p wieder zu verlassen (Menge N), benétigt
(siehe Abschnitt 5.4). Die Elemente der Menge N sind Kantenpaare der Form (e?, e). Die erste
Komponente enthilt die Kante e’ des erweiterten Wegeverbotes p (e; = i-te Kante von p), iiber
die die erlaubte Kante e erreicht wird. Diese ist in jedem Falle eindeutig, da in Abschnitt 5.3
ein Baum (im hier betrachteten Fall ohne Verzweigung) erzeugt wurde (siehe Definition 5.2).
Wenn eine Kante in einem Wegeverbot mehrfach erscheint, so wird dies durch verschiedene
Indizes (i) unterschieden. Die von (¢?, e) erzeugten neuen Kanten (Menge £2) heiien e? . e _ ist
die Kante, welche die i-te Kante e der Umleitung (Erweiterung) des Wegeverbotes pymit dem

Ausgangsgraphen verbindet (w?(e! ) := w(e) siehe Formel 5.9).

i,e

]y = NP = {(617621)7(657632)7(657643)} = {(6127621)7(62/3/7632)7(63’4/7643)}
E2 = {ezl),em ’ 612)76327 657643} = {62/17 €32, 64/3}

ha(€)c,) = (e, e1)[= (e12,e21)] ha(€ c,,) = (€5, e32)[= (€23, €32)]
ha(eh,,,) = (€5 e34)[= (e34,€43)]

%(exn) =15(el ) = ma(ha(el,,)) = mael, ean) =exn

5 (eh,,,) = €32 5(e5 ) = €43

Um vom Knoten v; zum Knoten vy zu gelangen, mufl also an mindestens einem der Knoten
vy, vy oder vy gewendet werden:
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Abbildung 5.8 Wegegraph des Beispielgraphen

Die Abbildung macht deutlich, dafl vs nur von v; aus nicht direkt erreichbar ist.

Die kanonischen Projektionen IT¢ und II¢ werden benétigt, um den Verlauf eines Weges, der im
erweiterten Graphen berechnet wurde, im Ausgangsgraphen verfolgen zu kénnen. Die Projek-
tionen sind wie in Definition 2.12 gefordert surjektiv und inzidenzerhaltend.

Weitere einfache Beispiele mit einem Wegeverbot sind die Beispiele B.7 und B.8.

5.6.2 Beispiel mit zwei Wegeverboten der gleichen Verbotsklasse

Sei nun beim Beispielgraph aus Abschnitt 5.6.1 noch ein weiteres Wegeverbot gegeben:
p' = (e12, €23, €32, €21) = (€], ¢€h,€5,€¢4) und P:= {p,p'}.

Hier gilt p’ ~ p, weil p und p’ die gleiche Anfangskante haben (elfl = e12 = €} siehe Formel
2.3). Beide Wegeverbote verzweigen sich am Knoten vs. Beide Wege koénnten ab diesen Knoten
getrennt betrachtet werden. Dabei ist zu beachten, da$ (5, esp) ¢ NP und (€&, e5q) & NP’ gilt,
denn p’ ist Anfangsweg von p (p und p’ haben die gleiche Anfangskante, verlaufen ein Stiick
gleich und verzweigen sich dann - siehe Definition 2.10) und p ist Anfangsweg von p’. Damit ist
Bedingung 5.7b nicht erfiillt.

Die beiden Anféinge der Wege kénnen bis zum Knoten vg zusammengefafit werden, da sie bis
zum Knoten vz gleich verlaufen und bis zu diesem Knoten auf den gleichen Kanten verlassen
werden diirfen. Dies geschieht im 2-ten (k = 2) Schritt der Wegeverdopplung aus Abschnitt 5.3.
In der folgenden Abbildung sind die verdoppelten Kanten von p’ fett dargestellt:
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Abbildung 5.9 Beispielgraph nach der Wegeverdopplung

Es ergeben sich also folgende neue Elemente:

pr Ef ={d.ef} ={evy.ega} V¥ ={h f0f} ={vy vy o0}
P EY ={eg} = {esa} VI ={vi'} = {var}

Fiir die induzierten Abbildungen der gesplitteten Elemente von p’ gilt:

hl\?//(vg/) = h;‘a//(w”) = e3[= e3] L, (var) = w(/hfz(w")) = w(es2) = vg
Wy (e5) = hi (egor) = es[=esa]  p(ezan) =hf (ezan) = €5 = ez

Die Abbildung wp/, die den Verlauf des Wegeverbotes im bisher erschaffenen Wegeverbotsbaum
angibt, ist folgendermaflen definiert:

¢p:(€/1) = P (e)) =yP(er) =€) [=ew]
WPles) = 47(er) =yPea) =e¢ [=eny]
WP (eh) = (M) (eh) =ef [= sz

In Abschnitt 5.4 werden folgende Mengen definiert:

~ /
NP = {(61107 621)7 (657 643)} Np/ - {(ega 623)} E? = {611),621 ) 65,643’ eg,ezs} = {62/1’ €43, 62"3}

mit den kanonischen Abbildungen

/

ha(ef .,) = (€f,ea1)  hales,,,) = (e5, ea3) h2(€§,e/23) = (e}, e23)
5 (€] ¢y)) = €21 115 (¢5 c,y) = €3 ITE (€5 c,y) = €23
Das Kantenpaar (e}, es2) wird nicht in N? aufgenommen, weil das Wegeverbot p’ Endweg von

(e12, €23, €32) ist und dies der Bedingung (5.7b) widerspricht. Die Kante egp wurde bereits im
Schritt zuvor verdoppelt (ego).

Der Abschnitt 5.5 bleibt ohne Bedeutung, da alle Wegeverbote aus einer Verbotsklasse stammen.
Die folgende Abbildung zeigt den Wegegraphen von G, wobei die neuen Elemente fett dargestellt
sind:
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Abbildung 5.10 Wegegraph des Beispielgraphen mit zwei Wegeverboten mit gleicher Anfangs-
kante

Weitere Beispiele mit zwei Wegeverboten der gleichen Klasse sind die Beispiele B.9 und B.11.

5.6.3 Beispiel mit drei verschachtelten Wegeverboten

Wenden wir uns nun einem Graphen mit verschachtelten Wegeverboten zu. Dazu definieren wir
einen neuen Graph G mit V' := {vq, ...,v10}, E := {e12, €23, €34, €45, €46, €67, €68, €89, €8 10} mit
den Wegeverboten p; := (e12, €23, €34, €45), P2 := (€23, €34, €46, €67), P3 := (€34, €46, €68, €g9) und
den Inzidenzabbildungen a(e;;) = v, w(eij) = v;.
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Abbildung 5.11 Beispielgraph mit drei verschachtelten Wegeverboten

Wir fithren nun die Wegeverdopplung aus Abschnitt 5.3 aus. Dabei werden folgende neue Ele-
mente erschaffen:

pi: VP = {ol", Uz 7/U3 = {vy, vy e} EY = {ed! 763 '} = {exs, ez}
P2 Vp2 = {’Up2 ’U2 ,’U3 } =: {Ug// Vg, ’1)6//} EfQ = {62 ,63 } = {63//4// 64//6//}
p3 . Vp3 = {’Ul ,’1)537’[)33} = {U4/// ’[}6/// US///} Efs = {62 ,633} = {64///6/// 66///8///}

Exemplarisch betrachten wir nun die Bijektionen von pj. Im Abschnitt 5.3 werden die Kanten
von p; mit (e, ez, €3, e4)=(€12, €23, €34, €45) bezeichnet.

hz‘)/l (Ulfl) = hz‘)/l (Ug/) — €1 = €12 hz‘)/l (7}1201) == hz‘)/l (7}3/) — €2 = €93

hz‘)/l (’Ugl) hz‘)/l (’U4/) — €3 — €34

Ry (e]') = W' (exa) = e2 = ex3 IY'(e5') = Y’ (ezw) = e3 = ez

Fiir die kanonischen Projektionen gilt

I (v]') =w(ei2) =v2 Iy (') =wlezs) =v3 (') = wless) = vy
I (eh') = hi*(eh') = eas IIp(eh') = AY' (') = esy
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In der folgenden Abbildung sind die neuen Elemente fett dargestellt. Den jeweiligen Anfangs-
kanten der Wegeverbote wurden neue Endpunkte zugewiesen:

whep) == vt = vy wlex) = v = vy w'(esy) == o8 = vgm

Der urspriinglicher Verlauf dieser Kanten ist gepunktet dargestellt.

Abbildung 5.12 Beispielgraph nach der Erweiterung aus Abschnitt 5.3

Betrachten wir zunéchst ps: Der Weg ps kann auf den Kanten eys, egr und eg 19 wieder ver-
lassen werden. Da alle drei Kanten der Bedingung 5.7 geniigen, sie kommen also mit anderen
Wegeverboten nicht in Konflikt, gilt

NP3 = {(el®, e45), (e5?, e67), (b, es 10)} [= {(€34, €a5), (eas, €67), (€68, €8 10) }]-

Analog zu Abschnitt 5.4 werden drei neue Kanten eyws, egny und egm 19 definiert und so der
verdoppelte Weg mit dem Ausgangsgraphen verbunden. Auf diese Weise bleiben zum Beispiel
die Wege (e34,€45), (€34, €6, e67) und (€34, €46, €68, €s 10) moglich.

Wenden wir uns nun pe zu. Der Weg po kann auf den Kanten ey5 und egg wieder verlassen
werden.
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Die Menge NP2 besteht aber nur aus dem Kantenpaar (€52, e45)[= (€34, €45)], das die Bedingung
aus 5.7 erfiillt, denn iiber die Kante e45 darf po ohne weitere Wegeverbotsbeeinflussung verlassen
werden. Deshalb wird im Abschnitt 5.4 der Graph um die Kante egr5 erweitert. Uber die Kante
egs kann po nicht ohne weiteres verlassen werden. Diese Kante wird im Abschnitt 5.5 behandelt
und spéter mit dem Wegeverbot p; betrachtet.

Nach der Ausfithrung der Vorschriften des Abschnittes 5.4 sind folgende neue Kanten (incl.
Abbildungen) entstanden:

Pl keine neuen Elemente

pa: ey, =iews  ha(ews) = (b, eus)[= (€34, €a5)] 1% (eqr5) = eas5

P3: €le, =ieams  ha(eans) = (€)%, eas)[= (€34, €15)] 115 (eqms) = eas
b = €omr  halegnr) = (b, ee7)[= (eas, e67)] 1% (eg7) = egr
8o = esmio ha(esmio) = (€5, es10)[= (ees, es10)] T (esmi0) = es1o

In der folgenden Abbildung sind diese neuen Kanten fett dargestellt:
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Abbildung 5.13 Beispielgraph nach der Wegeverdopplung und der Verbindung mit dem Aus-
gangsgraphen

Wir fithren nun den dritten Teil des Algorithmus aus dem Abschnitt 5.5 durch. Beim We-
geverbot py ist das Kantenpaar (e5?,egs) [= (eas, €6s)] noch nicht betrachtet worden. Dieses
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Kantenpaar geniigt nicht der Bedingung 5.7b, denn p3 ist Endweg von w := (e}?,eh?, eh?, ess)

[=(e23, €34, €46, €63)] (p3 beginnt innerhalb von w, w endet innerhalb von p3 und dazwischen ver-
laufen beide Wege gleich). Dies bedeutet, dal das Wegeverbot ps im Verlauf des Wegeverbotes po
giiltig geworden ist, und der Weg (ea3, €34, €46, €68, €89), der p3 als Teilweg enthélt, nicht moglich
sein darf. Es ist also erlaubt, das Wegeverbot ps iiber die Kantenkombination (e4q, €gg) wieder zu
verlassen (Menge M), wenn gleichzeitig das Wegeverbot ps beriicksichtigt bleibt. Deshalb darf
vgr nicht direkt mit vg im Ausgangsgraphen verbunden werden (Abschnitt 5.4), sondern mit vg
aus der Wegeverbotserweiterung von p3 (eine Umleitung geht in die néchste iiber). Dies wird
sichergestellt, indem das Paar (€5, egs) = (€4, €6s) nicht in N?2, sondern in MP?? aufgenommen
wird. Diese Kantenpaare werden im Abschitt 5.5 betrachtet.

Das Wegeverbot ps ist insbesondere maximaler Endweg von w. Nach der Algorithmusvorschrift
aus Abschnitt 5.5 muf} also das Wegeverbot ps iiber ein Duplikat der Kante egg mit ps verbunden

Pp2p3

werden. Dies gelingt mittels Formel 5.13. Die neue Kante ist also e33” = egrgn. Sie wird von

dem Paar (€5?, egs) aus MP? erzeugt. Damit ist das Wegeverbot ps beriicksichtigt.

Innerhalb des Wegeverbotes p; beginnen ps und ps. Die einzige Kante, iiber die p; verlassen
werden kénnte, ist e4¢ und zwar iiber die Kante 4" = e34. Sowohl ps als auch p3 sind Endwege von
(e, ebt ebt eqs) [= (e12, €23, €34, €46)]. Deshalb konnte p; im Abschnitt 5.4 nicht berticksichtigt

werden, das heifit NP1 = ().

Mit welchem Wegeverbot soll p; verbunden werden? Versuchen wir zunéchst die Verbindung mit
p3 mit der neuen Kante ey [= €5'7%]: Da von vg eine Kante auf v7 hinweist, wiire automatisch

der Weg

(e12, €23, €34, €46, €67)[= (1", b’ 5", 5y, el )]

moglich, der aber einen verbotenen Teilweg (p3) enthélt.

Verbinden wir aber p; mit py iiber die Kante eygr[= e%p ?], so ist automatisch das Wegeverbot

p2 beachtet, denn von vgr gibt es laut Konstruktion keine Verbindung zu v7 (der keine Duplikate
besitzt). Auch p3 wird beachtet, da von vgs aus nur eine Kante zu vg» (und nicht etwa zu vg)
hin gezogen wurde. Von dort aus ist die Weiterfahrt nach vg nicht mdoglich.

Warum wahlt der Algorithmus automatisch ps und nicht p3? po und ps sind beides Endwege
von w' = (e, eh', el eqs) [= (e12,€23, €34, €16)], aber pa hat mit p; drei gemeinsame Kanten

wihrend p3 mit p; nur zwei gemeinsame Kanten aufzuweisen hat.

w' = ( ej2, e, €34, esp)
p2 = ( €23, €34, €46, €68)
p3 = ( €34, €46, €68, €89)

Damit ist po der maximale Endweg und wird zunéchst mit der Erweiterung von p; im Abschnitt
5.5 verbunden.

Im erweiterten Graphen sind also genau die verbotenen Wege nicht moglich. Z. B. ist vip von
den Knoten v1, v9, v3 trotzdem noch erreichbar.
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Im Abschnitt 5.5 wurden folgende Kanten (incl. Abbildungen) definiert:

pr: ey =rewer  ha(ewer) = (€5, e5”) = (€34, €a6) 13, (eargr) = eas
p2: €55 =egryn ha(eersm) = (€57, €8’) = (ess,e08)  ILh(eors) = eos
3 : keine neuen Elemente

In der folgenden Abbildung sind die Kanten, die im Abschnitt 5.5 definiert werden fett markiert.

O Q. G O—C

27 377 477 ) <6 : :

Abbildung 5.14 Wegegraph des Beispielgraphen mit drei verschachtelten Wegeverboten

In Beispiel B.10 wird ein weiterer Graph mit verschachtelten Wegeverboten diskutiert.

5.6.4 Beispiel mit einem selbstiiberlappenden Wegeverbot

In diesem Beispiel soll ein Wegeverbot betrachtet werden, das seine Anfangskante mehrfach
beinhaltet. Gegeben sei ein Graph G = (V, E, o,w) mit

V=A{v1, .,vr}  E = {ens, a3, €5, €34, €36, €41, €63, €71}
und den Inzidenzabbildungen «a(e;;) = vs, w(e;;) = vj. Weiter sei das Wegeverbot

p = (e1,, ...,e10) = (€12, €23, €34, €41, €12, €23, €34, €41, €12, €25)
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gegeben, das die Anfangskante e noch weitere zweimal enthilt. Der ‘Hauserblock’ v1, va, v3, v4
muf also (mindestens) zweimal umrundet werden, bevor in Richtung vs nicht abgebogen werden

darf.
O ©

Abbildung 5.15 Beispielgraph mit selbstiiberlappendem Wegeverbot
Im Abschnitt 5.3 wird zundchst das Wegeverbot p ohne erste und letzte Kante verdoppelt. Die

neuen Elemente heiflen:

1/ _ p p —

VP = {/Ula °"7/U9} — {/U217U317U417/U117/U227U327U427/U127/U23}

EP ={ D p} ={ }
1 - 627 "'769 - 62131763141764111761122762232763242764212761223 .

Weil das Wegeverbot relativ lang ist, werden die induzierten Abbildungen nur exemplarisch
beschrieben:

hy(va,)  =hy(v})  =ell=e)] hy(v2y) = hy(v8) = es[= e
Wy (vay) = hiy(vg) = eg[= e12] hi(e2,3,) = hﬁ”(eg) = ea[= eas]
hi(esy,) = WY (eh) = er[= e34] h(e1,2,) = hi(el) = eg[= eia]
My (vg,)  =w(hl(v])) =w(er) =wlern) =va Tp(ea,) =hi(eh) =es=en
I (v3,)  =w(hi(vg)) =w(es) =wles) =vs Tp(en,,) =h(ey) =eg= e

In der folgenden Abbildung die Wegeverdopplung aus Abschnitt 5.3 bereits ausgefiithrt. Die
neuen Elemente sind dabei fett, der alte Verlauf der Kante ejs gepunktet dargestellt.
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Abbildung 5.16 Beispielgraph mit selbstiiberlappendem Wegeverbot nach der Wegeverdopplung

Wir wollen nun die Wegeverbotserweiterung wieder mit dem Ausgangsgraphen verbinden. p kann
ohne Einschréinkung immer von vs aus in Richtung vg verlassen werden. Damit gilt (e}, ess)[=
(e23,€36)] € NP und (e, ess)[= (e23,€36)] € NP. Um diese Elemente unterscheiden zu kénnen,
bendtigen wir die Indizierung in der ersten Komponente. Wenn der Hauserblock noch nicht zwei-
mal umfahren wurde, kann das Wegeverbot vom Knoten vy aus in Richtung vs verlassen werden.
Dies bedeutet (€], ea5)[= (e12,€25)] € NP und (ek, ea5)[= (e12,e25)] € NP. Wir betrachten nun
die neu erzeugten Mengen. Dabei stehen jeweils zugeordnete Elemente untereinander.

N=NP ={(ef,e2), (ehe36), (ek,e2), (e e36)}
E2 = 6?,6257 63,6367 6?,625’ 6@,636}
{

€25, €3,6, €255, 6326}
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Fiir die induzierten Abbildungen gilt:

ha(€f .., ) = (€7, ea5)[= (12, €a5)] ha(€h ;) = (€5, es6)[= (€23, e36)]
ha (€5 c,5) = (€5, €a5)[= (€12, €25)] ha (€6 eys) = (€6, €36)[= (€23, €36)]

—~
~—

H2E(6110,625) = 7T2(h2(6€7625)) = 79 611),625) = €95 H%(ege% = 7T2(h2(6§7e36)) = 7'('2(65,636) — €36
p

H%(egveQS) - 7r2(h2(€57625)) = 7T2(eg’ 625) = €25 HQE‘(eg,egf;) - 7T2(h2(€z677636)) - 7r2(€67 636) = €36-

In der folgenden Abbildung sind die im Abschnitt 5.4 neu definierten Kanten (aus E?) fett
dargestellt:

Abbildung 5.17 Beispielgraph mit selbstiiberlappendem Wegeverbot nach den Schritten aus
Abschnitt 5.4
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Betrachten wir nun den Knoten vy,. Von diesem Knoten ist die Weiterfahrt in Richtung vs
untersagt, nicht aber in Richtung vs. Das Kantenpaar (e, eas)[= (e12,e23)] liegt nicht in N?,
denn p ist Endweg von w := (ef, ..., e}, ea3):

w = (612, €23,€34,€41, €12,€23,€34,€41, €12, 623)
p= (612, €23, €34, €41, €12,€23,€34, €41, €12, 625)
b= (612, €23, €34, €41, €12, €23, €34, €41, €12, 625)

Mit welchem Knoten aus der Menge (IIi,) 7 (v3) = {v3, v, , v3, } muf jetzt vo, verbunden werden?

1. Fall: Wir verbinden vy, mit v3. Dies wiirde bedeuten, dafl nach zweimaligem Umrunden des
H&userblocks eine weitere Runde geniigen wiirde, um vs zu erreichen. Zwar wiirde man beim
Erreichen von v; automatisch nach vy, umgeleitet, aber da im Abschnitt 5.4 die Kante ez, s
erschaffen wurde, wére der Weg

r._
w' = (e12, €23, €34, €41, €12, €23, €34, €41, €12, €23, €34, €41, €12, €25)
moglich, der offensichtlich den verbotenen Weg p enthélt.

2. Fall: Nun verbinden wir vy, mit v3,. In diesem Fall tritt das gleiche Problem auf wie im 1.
Fall, da wieder w’ beschritten werden kann, der p als Teilweg enthélt.

3. Fall: vy, wird mit vs, verbunden. Hier ist das Befahren von w' nicht méglich, da man von
v3, wieder zu vo, geleitet wird, von dem aus das Weiterfahren nach vs nicht moglich ist.

Wie entscheidet dies der Algorithmus? p erfiillt zweimal die Endwegeigenschaft von w und zwar
einmal mit sechs und einmal mit zwei gemeinsamen Kanten. Nach Definition 2.11 soll als Endweg
immer der Weg gelten, der mehr gemeinsame Kanten hat. vy, wére analog zu Fall 2 verbunden
worden, wenn p Endweg von w mit nur zwei gemeinsamen Kanten gewesen wére und analog zu
Fall 1, wenn p gar nicht Endweg von w gewesen wére.

So wird das Kantenpaar (e, ek)[= (€12, e23)] in die Menge MP aufgenommen und im Abschnitt
5.5 eine neue Kante e = eg,3,, mit 113, (e243,) = ea3 erschaffen. So kann der Knoten v erst wie-
der erreicht werden, wenn mindestens einmal der Knoten vg besucht wurde. In der abschlieffenden
Abbildung des Wegegraphen ist die neue Kante wieder fett dargestellt:
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Abbildung 5.18 Wegegraph des Beispielgraphen mit selbstiiberlappendem Wegeverbot

5.7 Beweis des Algorithmus

Der Beweis verlauft analog zum Beweis bei den Abbiegeverboten. Zuerst beweisen wir, dafl man
alle Originalkanten an ihrem Anfangspunkt erkennt. Mit diesem Resultat zeigen wir, daf} die
Ergebnisse der Grapherweiterung unabhéngig von der Reihenfolge der Wegeverbote sind. Dies
gilt sowohl innerhalb der gewiihlten Aquivalenzklassen, als auch bei der Wahl der Klassen selbst.
Danach wird die Wegedquivalenz gezeigt.
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Satz 5.4 Sei G = (V,E,a,3) ein Graph mit Wegeverboten P, G3 = (V3 E3, o ,w3) dessen
Wegegrapherweiterung, dann gilt fir e € E3

ecE < a’e)eV
Insbesondere gilt fiir e; € E*:
aler) € VNV und w?(e;) € VIV

fiir eg € E2%:
3leg) € VIV und  wP(e) € V

und fiir es € E3:
3lez) € VNV und  w?(e3) € VIV

Beweis:

—: Fiir e € F gilt

adle) =a?(e) dae€ E C E?
= al(e) daec EC E!
=ale) eV daeckFE

<=: Diese Richtung zeigen wir indirekt, das heifit fiir e ¢ E gilt a(e) ¢ V. Wir unterscheiden
drei Falle:

Sei e € E', dann gibt es ein Wegeverbot p := py = (eq, ..., €,) mit h¥(e) = ej. Sei (e 1, - ep 1)
der gesplittete Weg von p und sei p’ = (€], ..., e],) € P der maximale Anfangsweg von (e1, ..., e;)
in {p1, ..., pr—1} mit ¢ gemeinsamen Kanten, dann gilt nach Konstruktion ¢ < j. Nach Gleichung
(5.1) gilt firg=4—1

a(e?) = f:l eVt ¢V

und fiir ¢ < 7 — 1 gilt .
a(e?) = U?ﬂ cVvhi¢ v
Sei e € E2, dann gibt es ein Wegeverbot p, eine Kante e € E und einen Index ¢ mit e = eﬁe € E?,
dann gilt mit Gleichung (5.10): .
ale) =" e V1 ¢ V.

Seie € E3, dann gibt es zwei Wegeverbote p, p und zwei Indices ¢ und j, so dafl e = eﬁ jp ist. Es
gilt mit Gleichung (5.13): 3
ale) =" eV ¢ V.

Die restlichen Ergebnisse ergeben sich analog aus den Gleichungen (5.1), (5.10) und (5.13) sowie
aus der Definition der Inzidenzabbildungen. (]

Die Ergebnisse dieses Satzes werden in fast allen folgenden Satzen verwendet.
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5.7.1 Die Unabhingigkeit der Reihenfolge

Mit diesem Satz werden wir zeigen, dafl die Grapherweiterungen unabhéngig von der gewéhlten
Reihenfolge der Wegeverbote innerhalb einer Klasse sind.

Satz 5.5 Sei G := (V,E,a,w) ein Graph mit Wegeverboten P, pj=(e; , ..., €n), pix1=(f1 , ...,
fm) € [pi] und sei p; der mazimale Anfangsweg von pi+1 in {pi, ...,pi} mit ¢ gemeinsamen
Anfangskanten, dann gilt piy1 ist mazimaler Anfangsweg von p; in {pi, ..., pi—1,Pi+1} mit q
gemeinsamen Anfangskanten.

Beweis:

Die Anzahl der gemeinsamen Anfangskanten ist eine symmetrische Eigenschaft, deshalb ist nur
die Symmetrie des maximalen Anfangsweges zu zeigen. Diese beweisen wir indirekt. Annahme:
Sei py = (€}, ...,el,) € P mit k <[ — 1 maximaler Anfangsweg von p; in {p1, ..., pi—1,Pi+1},
dann gilt € = f; fiir 1 <i < ¢, denn p; und p;41 haben ¢ Kanten gemeinsam (und sonst wiire p;
maximaler Anfangsweg) und damit gilt €] = e; fiir 1 < i < ¢, das heifit da k < [ gilt, ist p; nicht
maximaler Anfangsweg von p;q in {p1, ..., pi} [

Satz 5.6 Sei G := (V, E,a,w) ein Graph mit Wegeverboten P, und seien p := pj=(e1 , ..., €n),
D= pri1=(é1, ..., ém) € [p]- Sei G2 der erweiterte Graph mit der gegebenen Reihenfolge der
Wegeverbote und G‘Z’ der erweiterte Graph mit vertauschter Reihenfolge piy1 ist Vorgdnger von
pi, dann gilt, daff es zwei bijektive Abbildungen g : E3 — E} und g, : V2 — V2 gibt, fiir welche

ap(g(e)) = go(ag(e)) und wi(gle)) = go(wale)) fir alle e € E;

gilt. Die Grapherweiterung ist also unabhdngig von der gewdhlten Anordnung in den Klassen.

Beweis:

Im Fall a verwenden wir zuerst p;, dann p;y1. Im Fall b vertauschen wir diese Reihenfolge.
Die erschaffenen Elemente aus den verschiedenen Fillen erhalten zur Unterscheidung immer die
Indizes a bzw. b.

1. Fall: p := p; = (ey, ..., €,) ist maximaler Anfangsweg von p := p41 = (é1, ..., é5) in {p1, ..., pi}
mit ¢ gemeinsamen Anfangskanten. Sei p’ := py = (¢}, ..., e},) der maximale Anfangsweg von p;
in {p1, ..., pr—1} mit ¢t (¢ < ) gemeinsamen Anfangskanten, dann definieren wir die gemeinsam
verlaufenden Wege

W = (€141, ..., €q) und wp := (€441, ..., &q).

Eine Bijektion g}’ zwischen diesen Wegen kann intuitiv definiert werden:
97 (e;):=¢ firi=t+1,..4q.

Die Menge der gesplitteten Kanten {e 1 e eg} aus w, sel EX . die Menge der gesplitteten

w,a?

Kanten aus wy sei E}U’b. Die im Schritt 5.3 erschaffenen Endknoten der Kanten aus E}U,a bzw.
Eij,b heiflen f/u%,a bzw. Véb
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2.Fall: p;, = (€}, ...,e/,) mit k < [ sel maximaler Anfangsweg von p;+1 in {pi, ...,p;}. Hier
definieren wir w, = wyp := A. In diesem Fall muf} natiirlich keine Bijektion betrachtet werden.

Die in Fall a in den Abschnitten 5.4 und 5.5 erschaffenen Kanten, von welchen aus w, verlassen
werden kann, sind

Eiva = {e € E?| m1(haa(e)) € Ei]a} und Ei,a ={eec E3| m1(h3a(e)) € Eijvb}.
Analoges definieren wir fiir den Fall b. Sei N[ , die Menge aller Kantenpaare (e?,e), fiir die
e’ € B},
gy N, — ij,b eine Abbildung mit

9y (8 4,0) = (gt (el,) ) = (b, ),

dann ist g2 eine Bijektion, da die zweite Komponente der Elemente aus N unabhiingig von

der Reihenfolge der Wegeverbote ist. Sei M, , die Menge aller Kantenpaare (e? ,e?), fir die

el e E}U,a ist, ferner sei Mfib die Menge aller Kantenpaare (ef , ef ), fiir die e? € E’}U’b gilt. Weiter
sei gy : Mb , — My,

w,a

ist, ferner sei Nf;,b die Menge aller Kantenpaare (ef ,e), fir die e? € Ei}’b gilt. Sei

gy (€], €)= (g1 (e]), €f) = (e &)
Auch diese Abbildung ist eine Bijektion. Fiir w, = A (Fall 2) entfallen diese Definitionen. Wir
definieren die Kantenbijektion ¢ : E3 — E} zu

e fir alle e € E

(W)~ (1 4(e)) falls e = ¢! € E}\EL,,
(M) (g’ (B o (e)))  falls e € E3

9le) = (hap)~ ! (h2.a(e)) falls e € E2\E2 ,
(hop) (9% (h2,a(e))) fallse€ EL ,

(h3p) " (h3.a(e)) falls e € E3\E} ,
(h3p) (g% (hsa(e))) fallsee Ej ,

und die Knotenbijektion g, : V;} — V;l:

a
v fiir alle v’ € V
(@) == { wp (W )7 (W, () =of, falls o/ =of, € VIV,
wp (B )M gt (MY, () =y, falls o = o], € Vi,
Weil die Abbildungen g und g, Verkettungen von Bijektionen sind, folgt, dafi g und g, selbst
Bijektionen sind (w; bildet bijektiv nach V,! , ab). Mit dieser Definition der Kantenbijektion gilt
fir e/, € B, (i=t+1, ..., q):

g(ely) = (1% ,) " (g (A} ,(e?,))) Definition von g
= (hib)*l(g}”(ei)) Definition von hf , (5.15)
= (hY )" (&) Definition von g% '
—= eg b Definition von hlf,b.
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Analog zeigt man die Beziehungen

— b - 2
g(ei e,a) - ei,e,b fiir ei,e,a € Ew,a und

PPy _ PP P~ 3
gleija) =€y fire;, € By,

Fure €E2 1=t+1, .., q gilt:

g(ef’ ) = (h2,b)_1(h2,a(€?, )) Definition von g

2,a 1,6,
= (hg,b)*l((ega, e)) Definition von hs g
— (hag) U(Pye)) e, ¢ BL,
= ef b Definition von hg .

= PP fiir P e E3\E3

Analog zeigt man g(e; 1-5 W) = ez?b fiir ep € ENE] wa und g(e € ib iia

Ebenso gilt bei den Knoten fiir v}, € V1 J=t+1, ... q)

zga)

gu(02,) = wh(hl )" (g (W, (27,)))) Defnition von g,
= wh (MY )" (gt (ed))) Definition von hy, ,
= wg(h?b)_l(éi)) Definition von g}’ (5.16)
wg(eﬁ b) Definition von hzib
= vﬁ b Nach Gleichung (5.1).

Analog gilt gy(vga) = 'U?,b fiir vfa cVAVL,
Die Vertraglichkeit der Abbildungen « und w mit g und g,
ap(g(e)) = gu(ag(e)):

Fiir die Kanten e € F gilt die Behauptung trivialerweise, denn die Anfangspunkte der Original-
kanten werden nach Satz 5.4 in den einzelnen Schritten nicht veréndert.

Seie=e¢j, € El «a» dann gilt
ap(glef,)) = ag’(efb) nach Gleichung (5.15)
= vf_Lb nach Gleichung (5.1)
= gv(vj_1,)  nach Gleichung (5.16)
= go(aj(el,)) mnach Gleichung (5.1).

Analog zeigt man die Gleichheit fiir die Kanten aus Egm und ng mit den Gleichungen (5.10)
und (5.13). Fiir eﬁa € Eé\Ei}a gilt:

a:g(g(ef,a)) = ag(ef’b) nach Gleichung (5.15)
=0 1y nach Gleichung (5.1)
= gy(vf_lya) nach Gleichung (5.16)
= gv(ag(efa)) nach Gleichung (5.1).



Analog zeigt man die Gleichheit fiir die Kanten aus Eg\E’?Ua und Eg’\Eia mit den Gleichungen
(5.10) und (5.13).

wp(g(e)) = gu(wq(e)):

Fiir die Kanten e € E\ Ej gilt wiederum trivialerweise die Behauptung, da die Endknoten dieser

Kanten in keinem Schritt verdndert werden. Sei ¢, € E}Uﬂ, dann gilt

wi(g(el,)) = wg’(eﬁb) nach Gleichung (5.15)
= vﬁ b nach Gleichung (5.1)
= gu(v}4) nach Gleichung (5.16)
= gu(wy(€f,)) mach Gleichung (5.1)

Analog zeigt man die Gleichheit fiir die Kanten aus E}, E2 und E? . Fiir ey € Fy (wobei ¢q die
erste Kante des Wegeverbotes p ist) gilt:

wi(g(eo)) = wg’geo) daeye E
= (hy,) " (eo) Definition von wj
= v?b Definition von Uzlj,b
= gv(vfﬂ) nach Gleichung 5.16
= gy((hf/,a)*l(eo)) Definition von v{a
= gu(w3(eo)) Definition von w?.

Die verschiedenen Abbildungen und Definitionen werden im Beispiel B.11 erldutert.

5.7.2 Die Wegeaquivalenz

Der nichste Satz zeigt, daf jeder erlaubte Weg w in G ein Urbild w’ in G2 besitzt.

Satz 5.7 Sei G := (V,E,a,w) ein Graph mit Wegeverboten P, G = (V3, E3,a3,w3) dessen
Wegegrapherweiterung, dann gilt:

Zu jedem Weg w = (e, ...,e,) im Ausgangsgraphen G unter Beriicksichtigung der Wegeverbote
/

existiert ein Weg w' = (e, ..., el) in G mit:

113, (e}) =¢; firi=1,..,n
I (w3(e])) =1L (a3(efyy)) firi=1, ..,n—1.

2

(5.17)

Beweis:

Idee der Konstruktion von w’: Der Weg w’ verlduft bis zur ersten Kante e; € Ej identisch mit w
im nicht wegeverbotsbeeinfluiten Teil des Graphen (Fall a). Ab der Kante e; verlduft der Weg w’

92



innerhalb der Wegeverbotserweiterungen, bis er entweder endet oder diese wieder verldfit (Fall
c¢). Wir definieren die erste Kante des neuen Weges:

el == 13(e1).
Sei ey, ..., ej bereits abgearbeitet, p = (€1, ..., €;) sei maximaler Endweg von e;+ ... +-¢; in P mit
¢ gemeinsamen Kanten und p = (€1, ..., ;) sei maximaler Endweg von e;+ ... +e;41 in P mit ¢

gemeinsamen Kanten.

Fall a: p = )\, dann definieren wir
3
€1 = tplejr1).

Fall b: p # X\, p# A\, ¢+ 1 =t und [p] = [p]. Hier bleibt der Weg w’ in dem von der Klasse [p]
erzeugten Wegebaum. Also definieren wir

&r = (h)(er) = .

2

beeinflufiten Teil des Graphen (Abschnitt 5.4). Damit definieren wir

Fall c: p # A\, p = A und sei eg» = ¢? aus Ef : Mit der Kante e; 1 verlafit w den von Wegeverboten

€= (BE) M ((€f, ej1) = €l -

Fall d: p# X\, p# A, (G+ 1 # t oder [p] # [p]) und sei e; = é; = é;: Hier verldfit der Weg w
den von der Klasse [p] erzeugten Wegebaum, bleibt aber in dem von Wegeverboten beeinflufiten
Teil des Graphen (Abschnitt 5.5). Wir definieren:

¢j1 = (ha) (e, ef)) = e

w' ist ein Weg:
Zu zeigen ist w3(69) = a3(e;-+1) fir 1 < j < |w| — 1. Dazu unterscheiden wir jede mogliche
Zweierkombination der obigen Félle a-d, also insgesamt 16 Kombinationen.

Sei ¢/ = 13,(e;) im Fall a erschaffen worden.

1. ej ¢ Ep. Damit ist p = A, also gilt nach Falla e ; = 13,(€j4+1), und mit der Wegeigenschaft
von w folgt die Behauptung.

2. ej = €1 und ejy1 = € mit p ist maximaler Endweg von e; + e;y1 in P. Trivialerweise
gilt, dafl das erste Wegeverbot p; der Klasse [p] maximaler Endweg des Weges e; in P ist.
Damit sind die Voraussetzungen von Fall b erfiillt und

w3(63) =w3(é1)  Voraussetzung
=t nach Gleichung (5.1) (5.18)
=a3(e)) P ist maximaler Endweg '
= oz3(e;+1) Def. von Fall b
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3. ej = €1 und es existiert kein Wegeverbot p’, welches Endweg von (e, ...,ejy1) in P ist.
Damit ist (€1,e;41) € N und (h2) ' ((],ej11)) = e}, Hier sind die Voraussetzungen
von Fall ¢ gegeben und

wi(ef) =y siehe oben
=a’(ef,,,,) nach Gleichung (5.10) (5.19)
= a’(ef,;)  Def. von Fall ¢

4. e; = €1 und es existiert kein Wegeverbot p € [p] mit p ist Endweg von (eq, ...,ej41) in P,
aber e; 1 € Ep, das heifit, es existieren Wegeverbote die mit der Kante e;; beginnen. Sei

p = (€1, .., €5) mit ej 11 = é; das erste Wegeverbot dieser Klasse. Dann ist p der maximale
Endweg von ej+ ... +¢j11. Dies sind die Voraussetzungen von Fall d. Es ist (ef,e]) € M

und (h3)7L((e],€})) = 6115:115. Damit gilt:

w(e) = P siehe oben
= a?(ef'])  nach Gleichung (5.13) (5.20)
= oz3(e;+1) Def. von Fall d.

[

Sei €; ef im Fall b erschaffen worden.

1. Die Voraussetzung von Fall a kann nicht erfiillt sein.

2. ej =€ und p = (€1, ..., &) € [p] ist maximaler Endweg von e;+ ... +¢e;41 in P. damit gilt
ej+1 = €+1, und die Behauptung folgt mit der Definition von ol analog zu (5.18).

3. e; = ¢; und es existiert kein Wegeverbot p mit p ist Endweg von e;+ ... +¢;11 in P, und
damit ist (€;,ej+1) € N und die Behauptung folgt mit der Definition von a? analog zu
(5.19).

4. ej = ¢;und p = (€1, ..., &) ist maximaler Endweg von e1+ ... +-e;41 in P mit ¢ gemeinsamen
Kanten und t < i + 1 oder [p] # [p]. Dies sind die Voraussetzungen von Fall d, und mit
der Definition von o? folgt die Behauptung analog zur Gleichung (5.20).

Die restlichen Kombinationen zeigt man analog.

Zu zeigen sind weiter die Gleichungen aus (5.17):

H?])E(ngrl) = €j+1:

Fall a: Die Behauptung folgt aus Gleichung (5.4).
Fall b: Hier gilt nach der Definition des Endweges ej11 = é; und damit gilt

g(ef,,) = H%(eg) Definition von €}
=T1,(e!) dael e By
=é nach Gleichung (5.2)
= €jt1 siehe oben
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Fall c: Hier wurde ¢/, | := €} definiert.
J 2,€5+1

113, (e €iy1) = =113 ( €ie; ) Deﬁnition von €y
_H2( ze+1) da eze+1 EEQ
=e€jt+1 nach Gleichung (5.11)
Fall d:
3 (ef, ) =T ’p) Definition von €’ ;
=é nach Gleichung (5.14)
=eji1 nach der Definition des Endweges

H%/(w?’(e;-)) = w(IT3(¢ 7)) mach Satz 5.1
= w(ej) siehe oben
= a(ejq1) w ist ein Weg
= o113 (e €j41)) siehe oben
= o113 (e €j4+1)) mnach Satz 5.1

Mit dem folgenden Satz zeigen wir, dafl die Projektion jedes Weges in G ein erlaubter Weg in
G ist.

Satz 5.8 Sei G = (V,E,a,w) ein Graph mit Wegeverboten P, G = (V3 E3, a® w3) dessen

Wegegrapherweiterung und sei w' := (€}, ..., el,) ein beliebiger Weg in G2, dann gilt:

rn

(IT%(e}), ..., I ())) ist ein Weg in G, der keinen verbotenen Teilweg enthiilt.

Beweis:

Weil nach Satz 5.1 113, die Inzidenz erhiilt, ist der Beweis fiir die Wegeigenschaft trivial. Den
zweiten Teil des Satzes zeigen wir indirekt:

Seie}i=1, ..,nein Wegin E3, dessen Projektion in G einen verbotenen Teilweg p enthélt. Wir
kénnen oBdA annehmen, dafl IT3,(e}) 1 < i < n der verbotene Teilweg selbst ist und damit gilt
p=(e1, ...,en)=(%(e)), ..., T4 (el)) und p ist der maximale Endweg von (11 (e} )+ ... +113,(e},))
in P.

Schritt 1: Sei €] = 13,(e1), dann gilt e}, = 1P (e3). Ferner sei p; das erste Wegeverbot der Klasse
[p] (das kann man wegen Satz 5.6 annehmen).

Beweis: w(e}) = v}! und mit der Wegeigenschaft folgt a3(e}) = v{'. Da p Endweg von (€] + €})

ist, kann €} keine Kante sein, die in den Abschnitten 5.4 oder 5.5 erschaffen wurde. Nach Satz
5.4 1ist ey € Ey. Sei p = (€1, ..., é;) der maximale Anfangsweg von (e} +¢5) in [p], dann gilt nach
Gleichung 5.5: P (e3) = €b.
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Analog zeigt man e, = 1P(e;). Die Kante e aber wird nicht erschaffen. Damit existiert die
letzte Kante e, dieses Weges nicht. Die Konstruktion des erweiterten Graphen will genau dies
erreichen.

¢) ¢ E?: Wir fiihren diesen Beweis indirekt. Sei ¢} € E? und p = (éy, ..., é;) das Wegeverbot,
von dessen Kante é{’ die Wegeverbotserweiterung mit dem Ausgangsgraphen iiber die Kante ei”/
verbunden wird (Abschnitt 5.4). Es gilt dann, daf e;+ ... +¢; + I13(¢}) ein Endweg von p mit
einer gemeinsamen Kante (e; = I13(e})) ist. Dies steht im Widerspruch zur Bedingung 5.7.

Schritt 2: Fiir 2 <i <n— 1 gilt ¢, € E' U E®.

Zuerst zeigen wir, daf aus ¢} € E' U ES folgt ¢/, ¢ E:
(ef) da w' ein Weg ist
1

a’(efy) =wle
(¢ V) mnach Satz 5.4

w
v

m

und mit Satz 5.4 folgt e, ¢ E.

Den Beweis, daB ¢} nicht in E? ist, fithren wir indirekt: Annahme 3i mit ¢}, € E2, und falls es
mehrere solcher 4 gibt, sei ¢ minimal gewahlt. Aus der Definition des maximalen Endweges folgt
fiir jedes Wegeverbot p, dessen Wegeverbotserweiterung w’ durchliuft, gilt p ist Endweg von p.
Wegen der Bedingung 5.7 wird also von p aus keine Kante aus E? erschaffen, die in Richtung p
verlduft.

Damit kann von der Kante e/, _; nicht in eine Kante f abgebogen werden, fiir die I13,(f) = (e,)
gilt, da nach Konstruktion der Mengen N und M in Gleichung (5.8) keine derartige Kante in
E'U E3 liegen kann. [

Aus den Sétzen 5.7 und 5.8 folgt die Wegediquivalenz.

5.7.3 Die Minimalitit

Satz 5.9 Sei G = (V,E,a,w) ein Graph mit Wegeverboten P, G3 = (V3 E3, o w3) dessen
Wegegrapherweiterung, dann gilt:

Zu jeder Kante ¢’ € E3 existiert ein (erlaubter) Weg w = (e1, ...,e,) in G mit der Eigenschaft,
dap alle Wege w' = (€}, ...,€l,) aus G> mit II%(el) = e;, 1 <i <n und

(%) a’(ey) € V

die Kante ¢ enthalten. Wiirde man also € aus G entfernen, so wire der erlaubte Weg w in
G nicht mehr méglich (dies steht im Widerspruch zu (VE 2) aus Definition 2.12). Aus G* darf
also keine Kante weggelassen werden. Damit liegt eine lokale Minimalitit vor (vergleiche auch
die Minimalitit von Abschnitt 4.5).

Beweis : Sei ¢/ € E3 fest vorgegeben:
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1. Fall: Sei ¢’ € E, dann definieren wir den Weg w := €. Es gilt nach Satz 5.4 a3(1}(e’)) € «(V)
und fiir jede andere Kante e¢” aus (I13,) 71 (¢') gilt a®(e”) & «(V). Damit ist w einer der gesuchten
Wege.

2. Fall: Sei ¢/ € E', dann gilt, es existiert ein Wegeverbot jj = (é1, ..., &) mit ¢/ = (h?)*l(ei) = ef
i < n. Wir definieren den Weg w := (€1, ..., &). Sei w’ := (€], ..., €}) ein Weg, dessen komponen-
tenweise Projektion = w ergibt, dann gilt nach Voraussetzung o?(e}) € V und damit gilt nach
Satz 5.4 €] = 13(&1). Damit ist analog zum Beweis des Satzes 5.8 (erster Schritt) e = PP (&))
1 < j <. Damit ist der Verlauf von w’ eindeutig in G® festgelegt, und das Weglassen der Kante

e; hétte zur Folge, dafl kein Weg w’ mit der Eigenschaft () Urbild vom erlaubten Weg w ist.

3. Fall: Sei ¢ € E? und e := I1%(¢), dann existiert ein Wegeverbot = (&, ..., é5) und ein
Index i mit ' = (hg)~'((¢},e)) = (e},). Wir definieren den Weg w := (€1, ..., &, €). Sei w' :=
(€], ...,ej,ej,q) wie im Fall 2 ein Weg, dessen komponentenweise Projektion = w ergibt, dann

gilt analog zum Fall 2, dafl der Weg (e}, ..., €}) eindeutig bestimmt ist. Nach dem Satz 5.4 ist
aber auch die Kante €], eindeutig, und analog zum Fall 2 folgt die Behauptung, daf8 ¢’ nicht
weggelassen werden darf.

4. Fall: Sei ¢/ € E3, dann gilt, es existieren zwei Wegeverbote p = (€1, ..., éz) und p = (€1, ..., é5)
und zwei Indices i und ¢ mit ¢ = (h3)~'((e],€})) = e}f. Wir definieren den Weg w :=
(é1, ..., &) + é;. Analog zum Fall 3 folgt die Behauptung,. (]
5.7.4 Fazit

In den Abschnitten 5.3, 5.4 und 5.5 wurde aus einem beliebigen Graphen G mit Wegeverbo-
ten ein Wegegraph G® konstruiert. Es bleibt zu zeigen, da8 die kanonischen Projektionen die
Bedingungen der Abbildungen ® und ¥ aus der Definition 2.12 erfiillen:

VE 1: Der Satz 5.1 zeigt, dal die kanonischen Projektionen Epimorphismen
(surjektiv und inzidenzerhaltend) sind.

VE 2: Im Satz 5.7 zeigen wir, daf jeder erlaubte Weg im erweiterten Graphen
ein Urbild besitzt.

VE 3: Satz 5.8 besagt, daB8 das Bild jedes Weges in G® in G nicht verboten ist.

Damit ist G3 ein Wegegraph von G mit den Epimorphismen II,, und II,.

Der Satz 5.6 zeigt, dal der Wegegraph G2 von G unabhingig von der Reihenfolge der Wegever-
bote ist. Das Suchen einer bestimmten Reihenfolge kénnte bis zu | P|! Untersuchungen notwendig
machen.

Sei m die Maximalzahl der Kanten eines Wegeverbotes und &k die Maximalzahl der Kanten, die
von einem beliebigen Knoten wegweisen (Ausgangsgrad des Graphen). Mit diesen Definitionen
gilt [VP| < m und [V!] < m-|P|. Der Wegegraph besitzt also maximal |V| 4+ m - |P| Knoten.

Die Anzahl der neu gezogenen Kanten ist schwieriger zu beurteilen: |E?|(= |[V?| —1) < m — 1
und damit ist |Eq| < (m—1)-|P|. Jeder Knoten kann iiber maximal k Kanten verlassen werden.
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Damit ist |[N?| + |MP| < m -k und |E?| + |E®| < m -k - |P|. Damit kommen maximal
|EY + |[E?| +|E°[ < |P|-m- (k+1)

Kanten neu hinzu. Fiir fast vollstindige Graphen ist k ~ |E|. Bei Straflennetzen gilt normaler-
weise k < 5 (maximal 5 Strafilen pro Kreuzung) und m < 4 (maximal 4 Kanten pro Wegeverbot).
Hier kommen pro Wegeverbot also héchstens 4 Knoten und 24 Kanten neu hinzu.

Bemerkung: Der Algorithmus betrachtet nur Wegeverbote der Linge n > 2 (so sind We-
geverbote definiert). Der Algorithmus ist auf ‘Wegeverbote der Linge 1’ (= Kantenverbote)
erweiterbar, indem man einfach vor Beginn des Algorithmus alle verbotenen Kanten weglafit.
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Kapitel 6

Implementationsaspekte

In diesem Kapitel erfolgt eine programmtechnische Ausarbeitung. Dabei wird aus Straflenver-
kehrsdaten ein représentierender Graph erstellt. Mittels der vorher beschriebenen Methoden
werden die Grundlagen eines Navigationssystems gelegt, das Abbiegeverbote beriicksichtigt.

Die Losung dieser Aufgabe vollzieht sich in 5 unabhéngigen Schritten:

1. : Die Berechnung, das Erkennen oder die Eingabe der Straflenmitten

2. : Die Erzeugung eines reprisentierenden Graphen

3. : Die Erzeugung eines Wegegraphen ohne Abbiege und Wegeverbote

4. : Die Berechnung des kiirzesten Weges zwischen zwei beliebigen Knoten

5. : Die graphische Darstellung des Ergebnisses

Wir werden zwei Datenformate kennenlernen, bei welchen auf verschiedene Weise die Strafien-
mitten bestimmt werden. Weitere Datenmodelle wie ATKIS (Amtliches Topographisches Kar-
tographisches Informationssystem) befinden sich zum Beispiel in [Wal97], [Wal93] und [Fin90].
Zur allgemeinen Theorie der Geoinformationssysteme (GIS) siehe auch [Bar88], [Bar95] und
[DeM97]. Wir werden GIS-Daten einlesen, iiberfliissige Information ignorieren und den Rest,
auf das Wesentliche zusammengefafit, wieder speichern. Fiir die Darstellung von Straflen und
die Berechnung des erzeugten Graphen benotigen wir nur den Verlauf der Stralenmitten, Ab-
biegeverbote und Attribute.

6.1 Interne Datenformate

Um Graphen und deren kiirzeste Wege darstellen und berechnen zu konnen, verwenden wir
folgende drei Datenformate:
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6.1.1 Das Datenformat der StraBlenrinder und Stralenmitten (Format 1)

Da Straflenmitten und Straflenrdnder d&hnliche Struktur besitzen, werden sie im gleichen Daten-
format gespeichert. Im Folgenden sprechen wir also allgemein nur noch von Straflen.

Jede Strafile besitzt drei Nummern, die im record rld=(Nummer,Name,Al) zusammengefaft
sind. Dabei ist ‘Nummer’ die Nummer (Position) der StraBe im Straflennetz, ‘Name’ ist die
eindeutige Identifikationsnummer der Strasse und ‘AI’ gibt den Arrayindex im Array ‘Strasse’
der Unit KIDisk an, wenn die Strafle in den Hauptspeicher geladen wurde.

Straflen werden durch folgenden Datenverbund (record rStrasse) dargestellt:

1d = Variable vom Typ rld

Stat = gibt an, ob die Strafle veréindert oder geloscht wurde
FP = Position der Strafle auf der Festplatte

StartX, StartY = Koordinaten des Startpunktes der Strafle

EndeX, EndeY
Von, Nach

Koordinaten des Endpunktes der Straflie
Nummern des Start- bzw. Endknotens
Typ Quelle der Strafle

pStart, pEnde Start und Ende der Zwischenpunktliste
MaxX,MaxY,MinX,MinY = Ausdehnung der Strafle

(itberdeckendes achsenparalleles Rechteck)

Zusatzinformationen wie Abbiegeverbote oder Einbahnstraffen werden in separaten verketteten
Listen gespeichert und verwaltet und beim Speichern auf Festplatte hinter den Straflen an das
Ende der Datei angehéngt.

6.1.2 Das Datenformat eines erzeugten Graphen (Format 2)

Da beim erzeugten Graphen nicht mehr der genaue Straflenverlauf, sondern nur noch eine Ge-
wichtung der Strafle relevant ist, kann beim Graph auf die Zwischenpunkte sowie auf die genaue
Lokalitdt der Strafle verzichtet werden. Gespeichert wird eine Adjazenzliste, bei der zu jedem
Knoten die Menge aller von ihm wegweisenden Kanten incl. deren Endpunkte und Gewicht
aufgefiihrt sind, also das Quadrupel:

(Startknoten, Endknoten, Kantenname, Gewicht)

Abbiegeverbote werden auch hier wieder in separaten verketteten Listen verwaltet und auf der
Festplatte hinter dem eigentlichen Graphen an das Ende der Datei angehéngt. Einbahnstrafien
erkennt man daran, dafl die Kante, die die verbotene Richtung darstellen soll, nicht gezogen
wurde. Nach Durchfiithrung des Programms Knotensplitting (KnSplit) entfallen auch die Abbie-
geverbote.
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6.1.3 Das Datenformat eines kiirzeste-Wege-Baumes (Format 3)

Beim kiirzeste-Wege-Baum interessiert der Kantenverlauf eines Weges sowie dessen Gesamtliange,
nicht aber die Lange der Einzelkanten. Zu jedem Knoten s des Graphen wird ein kiirzester-Wege-
Baum in der Datenstruktur record rBaum

(Knotennummer v, Vorgéngerkante, Kosten von s nach v)

gespeichert. Ist der Knoten v selbst der Startknoten oder kann der Knoten v von s aus nicht
erreicht werden, so wird dies durch spezielle Wahl der Nummer der Vorgéngerkante deutlich.

Im folgenden Diagramm werden die von mir entwickelten Programme mir deren Quell- und
Zieldaten dargestellt. Die Anfangsdatenbestéinde sind unterstrichen.
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G’lanx.da‘c (DXF Format) >

Makeklasse

Changegraph ~—< Klasse z.dat (Format 1)

Benutzer

Minigraph

Changegraph

Strmit z.dat (Format 1)

/

RobustLE

Makegraph

GDFEinlesen

Graph z.dat (Format 2)

)

G}DF z.sqd (GDF Format) )

KnSplit

( GrErw z.dat (Format 2) >

Dijkstra

< Baum z.dat (Format 3)
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6.2 Daten im AutoCAD - Austauschformat DXF

Die Stadtgrundkarte von Stuttgart, welche mir zur Verfiigung gestellt wurde, ist im DXF-Format
(Austauschformat von Auto-CAD siehe [Born95]) gespeichert. Die Stadtgrundkarte ist in ver-
schiedene Schichten (Layer) eingeteilt. Eine Schicht beinhaltet die Strafilenumrisse. Um diese
Schicht von den anderen (zum Beispiel Bauwerke ...) zu trennen, verwende man das Programm
‘LayerSor’. Zu weiteren Informationen iiber Datenseparation mit Schichten siehe auch [Bur86].

Meine Aufgabe war es nun, aus den Straflenrindern der Stadtgrundkarte die Straflenmitten zu
errechnen. Um aus den Straflenrdndern die Straflenmitten zu errechnen, fassen wir zunéchst die
Straflenrandstiicke in Zusammenhangskomponenten zusammen (Programm Makeklasse). Da-
nach berechnen wir punktweise die Mitte zwischen zwei benachbarten Zusammenhangskompo-
nenten (Programm Minigraph).

6.2.1 Das Programm Makeklasse

Das Programm ‘Makeklasse’ fait die StraBenrandstiicke in Zusammenhangskomponenten (=
Klassen) zusammen. Der Einfachheit halber interpretiere ich Kreissektoren und Scheitel als Li-
nienelemente (wie ‘Line’). Hier wére eine Verfeinerung denkbar. Die Linienelemente werden suk-
zessive abgearbeitet. Ein Linienelement gehort zu einer Komponente, wenn sein Anfangs- oder
Endpunkt von ihrem Anfang bzw. Ende weniger weit entfernt ist als ‘epsNbar’ (hier = 1m). Ist
dies der Fall, wird das Linienelement am Anfang bzw. Ende der Komponente angegliedert (Pro-
zeduren Startwechseln bzw. Endeangliedern). Gehort ein Linienelement zu keiner Komponente,
so wird fiir dieses eine Neue erschaffen (Prozedur Neueklasse). Nachdem alle Daten eingelesen
worden sind, oder wenn zu viele Komponenten benttigt werden, werden die bisher gespeicherten
Komponenten untereinander auf Zusammenhang iiberpriift und gegebenenfalls verkettet (Proze-
dur Klpruef) und, falls die Klassen geschlossen (Prozedur PruefKlasseVoll) sind, abgespeichert.

Um die Straenmitten besser berechnen zu kénnen, werden bei langen Linienelementen zusétzlich
Hilfszwischenpunkte (spétestens alle 4m) gesetzt.

Das Programm ‘Makeklasse’ liest das File ‘PlanJ.Dat’ ein, welches dem Strafienlayer des DXF
Files entspricht. Das Ergebnis wird in ‘KlasseJ.Dat’ abgespeichert.

Probleme: In der Stadtgrundkarte sind neben den Straflenrdndern auch funktionsfremde Linien
wie zum Beispiel Treppen auf dem gleichen Layer abgespeichert. Im Programm werden deshalb
schon diverse kleine Klassen geloscht. Leider sind aber brauchbare und unbrauchbare Klassen
nicht immer zu unterscheiden. Um nicht zu viele Klassen zu l6schen, werden einige der unbrauch-
baren Klassen mit abgespeichert. Diese kénnen mit dem Programm ‘Changegraph’ nachtriglich
entfernt werden.

6.2.2 Das Programm Minigraph

Das Programm ‘Minigraph’ berechnet die Mittellinie (Straenmitte) zwischen zwei benachbar-
ten Zusammenhangskomponenten, bis deren Abstand eine vorgegebene Gréfle iibersteigt (Option

103



/mul=77). Zunéchst wird entschieden, ob zwei Klassen benachbart sind (in der Prozedur Make-
minigraphen). Nachbarschaft erkennt man daran, daf§ die zwei Klassen nicht weit voneinander
entfernt sind, und sich zwischen ihnen keine weitere Klasse befindet.

Seien X! und X? die Polygonziige zweier benachbarter Klassen. Wir berechnen die zwei bestap-
proximierenden Punkte beider Klassen X; und X, 3 (Prozedur Proxima), deren Abstand minimal
ist. Von dort aus vergleichen wir die Orientierung der Klassen. Ist diese gleich, so wird die
Orientierung einer Klasse gedndert (Prozedur Invertliste). Der erste Punkt der Straflenmitte ist
das arithmetische Mittel von X; und Xg. Die weiteren Punkte der Stralenmitte berechnen sich
wie folgt:

Sei die Strafienmitte zwischen X! und Xj2 als letztes berechnet worden. Bestimme das Proximum
X? von X}/, in der Klasse X? (Prozedur Proximum). Gilt X? = X]2 oder X} = X]?H, SO
speichern wir deren arithmetisches Mittel als Straflenmitte und betrachten den néchsten Punkt.
Gilt aber k > j + 1, so wurden bei der StraSenmittenberechnung einige Punkte von X? nicht
beriicksichtigt. Wir bestimmen das Proximum X} von Xj2 1. Gilt X! = X} oder X' = X[, s0
speichern wir wieder deren arithmetisches Mittel als Stralenmitte und betrachten den néchsten
Punkt. Gilt nichts von alledem, so besitzen die Hauserblocks eine entartete Form, und somit kann
die Straenmitte sowieso nicht genau bestimmt werden. In diesem Fall wird kein arithmetisches

Mittel berechnet und mit dem Punkt X} ; weiter verfahren.

Dies wird so lange fortgefiihrt, bis der Abstand der Punkte einen gewissen Wert iibersteigt.
Dann gilt die Strafle als beendet, die Orientierung beider Klassen wird gewechselt, und das
Ganze wiederholt sich von den Proxima aus in die andere Richtung.

Das Programm ‘Minigraph’ liest das File ‘KlasseJ.Dat’ (welches das Ergebnis von ‘Makeklasse’
ist) ein, und das Ergebnis wird in ‘StrMitJ.Dat’ abgespeichert.

Probleme: Sackgassen werden bei dieser Methode nicht erkannt, und deren Existenz fiihrt zu
Fehlern. Ein Losungsvorschlag fiir das Auffinden von Sackgassen ist das Zerlegen der Hauser-
blocks in Richtungskomponenten. Dieser Ansatz ist sehr zeitaufwendig und funktioniert nur
bedingt bei Hauserblocks mit klaren Richtungsstrukturen. Bei Kreuzungen mit kleinem Schnitt-
winkel oder bei schmalen Komponenten kénnen falsche Ministraffen entstehen. Diese kénnen mit
dem Programm ‘Changegraph’ (Option /DS) geléscht werden. Diese Strafenmittenberechnung
fiihrt zu Ungenauigkeiten am Straflenende.

Abbiegeverbote und Attribute werden in diesem System nicht erfafit und miissen nachtréglich
eingegeben werden (Programm Changegraph).

6.3 Das GDF-Datenmodell

Die erste Version des Pri-Standards Geographic Data File (GDF, Release 1.0) wurde 1988 aus
dem EUREKA-Projekt DEMETER entwickelt. EUREKA ist eine Initiative der Européischen In-
dustrie zur Unterstiitzung der Wettbewerbsfihigkeit durch Zusammenarbeit. DEMETER (Digital
Elektronic Mapping of European TERritory) ist ein EUREKA unterstiitztes Projekt, welches
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von den Firmen Bosch und Philips initiiert wurde, um einen Datenstandard fiir digitale Stra-
Bennetze und Fahrzeugnavigation zu erhalten. Hieraus entwickelte die européische Elektronik-
und Automobilindustrie in der Task Force European Digital Road Map den GDF 2.0 und 3.0
([Her91]).

‘In jedem Vektordatenmodell ist der Punkt der Tréger der geometrischen Information ([Fra83])’.
Alle hoheren Strukturen (Linien, Flichen ...) bauen auf Punkten auf. Im Zentrum des GDF-
Daten-Modells steht das (geographische) Objekt (‘feature’). Je nach Ausprigung ordnen wir
jedes Objekt einer der folgenden 4 Objektklassen zu:

1. punktférmiges Objekt (Knoten)
2. linienférmiges Objekt (Polygon)

3. flichenférmiges Objekt (Innenfléche eines geschlossenen Polygons)

4. komplexes Objekt (aus den obigen Objekten zusammengesetztes Objekt)

Die GDF (Release 2.0)-Gesamtdokumentation von [Her91] gliedert sich in 9 Kapitel:

Das erste Kapitel enthélt eine Einfiihrung in das GDF-Datenformat und eine Einfiihrung in das
konzeptionelle Datenmodell.

Im zweiten Kapitel werden die zu beschreibenden Objekte (Features) dargestellt. Features sind
Objekte der realen Welt, welche in Form und Ort zeitbestédndig sind. Damit sind z.B. Straflen
und Féhrlinien Objekte, aber Personen oder Fahrzeuge sind keine Objekte. Objekte konnen
zu Objektgruppen (featurethemes) zusammengefafit werden. Zwei Objekte der gleichen Objekt-
klasse miissen disjunkt sein. Fiir die KFZ-Navigation wichtige Objekte sind: Straflenelement,
Kreuzung, eventuell Gebdude und Verkehrszeichen.

Das dritte Kapitel beinhaltet den Attributkatalog. Attribute sind Eigenschaften der Objekte;
sind aber selbst keine Objekte. Attribute definieren auch keine Beziehung zwischen den Objekten
(siehe Kapitel 4). Attribute fiir Straflen sind:

1. Verkehrsattribute: Durchschnittsgeschwindigkeit fiir PKW und LKW, Verkehrsdichte,
Stauanfilligkeit, Hochstgeschwindigkeit

2. Geometrische Attribute: Breite, Linge, Passhohe, Steigung

3. StraBenzustand: Geplante Offnung/ Schliefung der Strafie, Offnungszeiten, Fahrtrichtung,
Straflenform, Baustellen, Straflentyp

4. Landschaftliche Attribute: Hausnummernstruktur, landschaftlich ansprechende Strafle, Paf3
oder Zollstrafle

Die jeweiligen Attribute haben hiufig einen sehr individuellen EinfluB.

Das vierte Kapitel beschreibt, welche Zusammenhénge (Relationen) zwischen den verschiedenen
Objekten bestehen. In Bezug auf Straflenelemente werden folgende Fragen geklart:
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1. In welchem Verwaltungsbezirk oder in welcher Stadt befindet sich die Strafe
2. Welche Schilder bzw. Wegweiser befinden sich an der Strafle

3. Welche Bauwerke (Tankstellen) befinden sich entlang der Strafle

4. Wie ist die Vorfahrt geregelt

5. An welcher Kreuzung ist das Abbiegen in welche Strafle verboten

Um die Abbiegeverbote zu definieren, ben6tigt das GDF Format drei Informationen. Das Ab-
biegen von der Strafle e; aus ist an der Kreuzung v in Richtung der Strafle eo verboten.

Das fiinfte Kapitel umfait das Objektreprisentationsschema (FRS). Es gibt an, mit welchen
Grundbausteinen (Primitiven) reale Objekte erfafit werden. Objekte der gleichen Klasse kénnen
in verschiedenen Objektkategorien dargestellt werden. Zum Beispiel kann eine Strafle als Fléche,
Linie oder als Punkt als Teil eines Dorfes interpretiert werden.

Das Objektrepriasentationsschema ist in drei Ebenen aufgeteilt: Die Ebene 0 beschreibt die
Geometrie einer zwei dimensionalen Karte, wobei krumme Linien durch Polygonziige interpoliert
werden. Die Ebene 1 beschreibt die Karte in Grundbausteinen. Ein Straflenstiick ist hierbei ein
linienférmiges Objekt, eine Bahnstation ein punktférmiges. Dem GDF 2.0 liegt ein nicht planarer
Graph zu Grunde. Eine dreidimensionale Darstellung ist allerdings nicht vorgesehen. Die Ebene
2 beschreibt zusammengesetzte Objekte.

Das sechste Kapitel beschreibt die Anforderungen an den Dateninhalt und die Datenqualitét fiir
Navigationssysteme.

Das siebte Kapitel ist der ‘Globale Datenkatalog’. Er enthélt zu den geometrisch-topologischen
Daten Informationen wie Datenqualitit oder Zeitpunkt der Datenerfassung.

Das achte Kapitel ist noch nicht vertffentlicht. Es soll die logische Datenstruktur spezifizieren.

Die Daten im GDF-Format werden in Records (Gruppe sequentieller Datenfelder, die zusammen-
gehoren) gespeichert. Das neunte Kapitel beinhaltet die Record-Struktur, in der die GDF-Daten
dargestellt werden.

6.3.1 Die Record-Struktur der GDF-Daten

Jeder Daten-Record-Typ besitzt eine eigene Identifikationsnummer, den ‘Record-Code’. Dafiir
sind die ersten beiden Zeichen im Code vorgesehen. Die Linge der einzelnen Datenrecords kann
innerhalb eines Daten-Record-Typs variieren. Jedes Daten-Record besitzt eine im Daten-Record-
Typ eindeutige zehnstellige Identifikationsnummer (Zeichen 3-12). Jedes Record wird in 80 Zei-
chenblocken iibertragen. Ist das Record kiirzer als 80 Zeichen, so wird es mit Blancs aufgefiillt
und das Zeichen Nr. 80 bekommt den Wert ‘0’. Ist das Record mindestens 80 Zeichen grof, so
wird ein weiterer 80 Zeichenblock angehingt, und das Zeichen Nr. 80 bekommt den Wert ‘1.
Ich mo6chte kurz alle fiir die Straflenverkehrsdaten wichtigen Daten-Record-Typen beschreiben.
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. Das XY-Koordinaten-Record (Nr. 22). Dieses bildet den Grundbaustein fiir jede geometri-
sche Information im GDF-Format. Es gibt zwei Typen von Koordinaten: Die Punkte, bei
welchen nur eine x— und y- Koordinate gespeichert ist, und die Polygonziige, bei welchen
mehrere Koordinatenpaare in einem Daten-Record abgespeichert sein kénnen. Die Anzahl
der Koordinatenpaare befindet sich in den Zeichen 21-25. Jede Koordinate besitzt genau
zehn Stellen.

. Das Knoten-Record (Nr. 25). Dieses sagt, welche Koordinaten aus dem Koordinaten-
Record (Nr. 22) einen Knoten mit Eigenschaften darstellen und weist diesen eine neue
Identifikationsnummer zu. Die Zeichen Nr. 13 bis 22 verweisen dabei auf den Koordinaten-
Code und die Zeichen Nr. 33 und 34 beschreiben den Knotenstatus: 1 = Grenzknoten, 2
= normaler Knoten und 3 = Grenzknoten der Datenmenge.

. Das Kanten-Record (Nr. 28). Dieses beschreibt, welche zwei Knoten (Nr. 25) mit welchen
Zwischenpunkten (Nr. 22) zusammen eine Kante bilden. Dabei bilden die Zeichen Nr. 13
bis 22 den (Koordinaten-)Code des Polygonzuges, der die Zwischenpunkte darstellt, die
Zeichen Nr. 23-32 den (Knoten-)Code des Startknotens und die Zeichen 33 bis 42 den
(Knoten-)Code des Endknotens.

. Das Punktobjekt-Record (Nr. 37). Dieses beinhaltet, welcher Knoten ein punktférmi-
ges Objekt darstellt und klassifiziert dieses. Die Zeichen Nr. 18 bis 21 enthalten den
Objektklassen-Code. Dabei bedeutet Code Nr. 4120 Kreuzung, Code Nr. 4220 Bahniiber-
gang und Code Nr. 7500 Briicke/Tunnel. Die Zeichen Nr. 27 bis 36 bilden den Code des
Knotens (Nr. 25), welcher das punktformige Objekt darstellt, und zeigen damit indirekt
auf dessen Koordinaten.

. Das Linienobjekt-Record (Nr. 38). Dieses setzt Kanten (Nr. 28) zu einem linienférmi-
gen Objekt zusammen und klassifiziert es. Dabei enthalten die Zeichen Nr. 18 bis 21
den Objektklassen-Code. Fiir uns interessant ist nur der Code 4110 = Straflenelement
- 4210 bedeutet Eisenbahnelement und 4310 ist ein Wasserwegelement. Die Zeichen Nr.
22 bis 26 geben an, wieviele Kanten zu einem linienférmigen Objekt zusammengefafit
werden. Die Information wird in Blocken zu zwolf Zeichen ab dem Zeichen Nr. 27 {iber-
mittelt. Die ersten zehn Zeichen beinhalten den Kantencode, die letzten zwei Zeichen die
Richtung des linienférmigen Objekts. Zusétzlich werden noch Attribute (Klasse Nr. 43),
ein Objektname-Code (Klasse Nr. 41), sowie die Objektcodes der punktformigen Objekte
‘Startpunkt’ und ‘Zielpunkt’ abgespeichert.

. Das Namen-Record (Nr. 41). Es enthélt die Namen der beschriebenen Objekte (zum Bei-
spiel Stralennamen). Die Zeichen Nr. 18 bis 20 enthalten die Sprache, in der der Name
gespeichert wird (GER = deutsch). Ab dem Zeichen 21 beginnt der Text.

. Das Segmented-Attribut-Record (Nr. 43). Ein segmentiertes Attribut kann ein linienférmi-
ges Objekt in verschiedene Segmente aufteilen und diesen verschiedene Werte zuweisen.
Das Record definiert den Ort und die Art des Attributes. Dabei enthalten die Zeichen
Nr. 13 bis 17 den Startpunkt und die Zeichen Nr. 18 bis 22 den Endpunkt der Attri-
butsgiiltigkeit - also die Aufteilung. Die Zeichen Nr. 23 bis 27 besagen, wieviele Attribute
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dem Attributcode zugeordnet werden sollen. Das Attribut selbst besteht dann aus dem
Attributtyp (Zeichen Nr. 28 bis 29) und dem Attributwert (Zeichen Nr. 35 bis 44). Héufig
vorkommende Attribute sind: ‘EA’ eingeschlossener Verkehrsraumtyp und ‘TS’ Verkehrs-
schild.

8. Das Relationen-Record (Nr. 49). Es enthélt die Zusammenhénge zwischen den Objekten.
Hier enthalten die Zeichen Nr. 13 bis 16 Relationstyp. ‘2101’ heifit zum Beispiel Abbiege-
verbot und ‘2111° heifit Vorfahrt. Die Zeichen Nr. 22 und 23 sagen uns, wieviele Objekte in
Relation stehen. Die Zeichen Nr. 24 und 25 bestimmen deren Objekttyp (1=Punkt, 2=Li-
nie usw.), die nichsten 10 Zeichen enthalten ihren Objektcode. Das Relationen-Record
beinhaltet noch zugeordnete Attributcodes und Namencodes.

Fiir die Errechnung eines Straflenverkehrsgraphen sind punktférmige und linienférmige, nicht

aber flichenférmige oder komplexe Objekte relevant. Fiir die Datenstruktur ergibt sich folgendes
Bild, wobei ’ —' ‘verweist auf’ bedeutet (Objekte sind unterstrichen):

@ Rel.

von nach

L —

Attr.

Um Name

Abbildung 6.1 Datenstruktur im GDF-Format

Umwandlung der GDF-Daten in einen Graph:

reales Objekt | GDF reprasentiert durch | Graph
Kanten zweil Kanten
Strafle Linefeature Knoten
. KantenNr;=—KantenNrg
Koordinaten
Kreuzun Pointfeature Knoten Knoten
& Koordinaten
Strafie, von Kante
Abbiegeverbot | Relation Kreuzung !
nach Kantes
Strafles
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6.3.2 Programm GDF-Auswerten

Das Programm ‘GDFAuswerten’ liest die GDF-Records ein (procedure GDF Einlesen). Die Ko-
ordinaten der einzelnen Punkte, die Knoten und die punktférmigen Objekte werden zusammen-
gefafit. Genauso verfahren wir mit jedem linienférmigen Objekt und den zugehorigen Kanten
mit deren Zwischen- und Endpunkten. Wenn ein linienférmiges Objekt kein Straflenelement
darstellt, so wird dessen Information verworfen, anderenfalls wird es als Straflenmitte inklusi-
ve Name abgespeichert. Am Ende der Stralenmittendatei speichern wir nach dem Signalwort
‘Attribute’ die relevanten Attribute in folgendem Format:

(orientierte Kante, Attributtyp, Attributwert) (6.1)
und nach dem Signalwort ‘Verbote’ die Abbiegeverbote im Format:
(von orientierter Kante, mnach orientierte Kante).

Ist eine Strafle eine Einbahnstrafle, so wird dies als Attribut vermerkt.

6.4 Das Programm Usergraph

Um meine Programme zu testen, und um eigene Beispielstrafliennetze erschaffen zu koénnen,
habe ich das Programm ‘Usergraph’ entwickelt, mit welchem man Straflenréinder und Straflen-
mitten graphisch erstellen kann. Das Programm besitzt einen Graphikcursor, den man mit den
normalen Cursortasten iiber den Bildschirm bewegen kann. ‘+’ markiert den Anfang eines Poly-
gonzuges bzw. Zwischenpunkte, -’ 16scht den zuletzt gesetzten Polygonpunkt und ‘INS’ schliefit
den Polygonzug ab.

Das Programm erstellt eine Datei StrmitX.dat genau wie das Programm Minigraph. Hierbei
sollte besonders beachtet werden, dal das Programm bisher keine Kreuzungen automatisch
setzen kann. Fine Kreuzung kann mit ‘Enter’ nachtréglich eingefiigt werden. Nach jedem Setzen
einer Kreuzung werden die Kreuzungen neu berechnet und angezeigt. Diesen Mechanismus kann
man mit der Option /-K abschalten. Bei den nachfolgenden Programmen sollte die Option /-B
wegen fehlender Straflenrénder gewahlt werden.

Sollen Straflenréinder erzeugt werden, mufl die Option /-S verwendet werden. Das Programm
erstellt eine Datei im AutoCAD-Austauschformat DXF namens PlanX.dxf und eine Datei Klas-
seX.dat wie das Programm Makeklasse.

6.5 Umwandlung der Verkehrsdaten zu einem Graphen

Wenn wir von einem Weg sprechen, meinen wir damit ein eindimensionales Gebilde, welches
auch als Parameterdarstellung einer Kurve gedeutet werden kann. Digitalisieren wir die Para-
meterdarstellung eines Weges, so erhalten wir einen Polygonzug, wobei gewisse Eigenschaften des
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Weges zwischen den Stiitzpunkten des Polygonzuges als konstant angenommen werden. Dadurch
verlieren Berechnungen wie zum Beispiel ‘Lénge des Weges’ an Genauigkeit.

Der Vorteil dieser Darstellung besteht darin, dafl man zu der Beschreibung eines endlichen Gra-
phen sicher mit endlich vielen Punkten auskommt, und gewisse entartete Parameterdarstellungen
von Kurven von vorneherein ausscheiden. Auflerdem werden gewisse Rechenvorgénge verkiirzt.
Fast alle Straenmodelle wie zum Beispiel das GDF-Datenmodell (siehe Abschnitt 6.3) basieren
auf Polygonziigen.

Definition 6.1 In einer Koordinatenebene R? sei eine endliche Menge von Polygonzigen 7 =
{21, ..., 2} gegeben, wobei jedes z; durch seine Stitzpunkte z; := (X1, ..., X1.) definiert ist. Dabei
heifit X! Anfangspunkt und X,"“ Endpunkt des Polygonzuges z;.

Bei der Umwandlung von Verkehrsdaten in einen Graphen sollen die Polygonziige zu Kanten
und deren Endpunkte zu Knoten werden. Sei

V :={X € R?| X ist Anfangs- oder Endpunkt eines Polygonzuges aus Z} (6.2)

die Menge aller Anfangs- und Endpunkte von Z. Zu jedem z; € Z definieren wir eine Kante e*
mit den Inzidenzstrukturen

a(e”) = X] und w(e*) =X, .

Sei £ := U {e*}, dann ist G = (V, E, a, w) ein (gerichteter) Graph, der von den Polygonziigen
Z erzeugt wird. Z heiit Darstellung von G.

Sei G = (V, E,a,w) ein Graph, der von den Polygonziigen Z erzeugt wird, X,Y € R?, d.(X,Y)
der euklidische Abstand zwischen X und Y (Luftlinie) und e* beliebig aus E. Hier kann auf
zwel Weisen intuitiv eine Gewichtsfunktion definiert werden:

-ZdXXJ

25\ . J j
2. Be(e¥) = de(Xl,XﬂLj).

Haben die Polygonziige eine gewisse Mindestanzahl von Punkten, so sind noch weitere Defi-
nitionen dieser Art denkbar. Beide Definitionen haben unterschiedliche kiirzeste Wege. Dabei
ist fiir uns die erste Definition interessant, da sie eine Fahrtroute reprisentieren kann. Ist ein
Polygonzug z in beide Richtungen befahrbar, dann wird zu der bereits definierten Kante e eine
Kante e mit der Inzidenzstruktur a(e™?) = w(e®) und w(e™) = a(e?) erzeugt. Gilt dies fiir
alle Polygonziige, dann ist der Graph ungerichtet. Die Gewichtsfunktionen kénnen entsprechend
erweitert werden. Zu jedem z; definieren wir die Menge

n;—1
= U U X| +tx (X[ — X))
=1 te[0,1]

110



Dies ist eine Kurve, welche die Menge aller Punkte des Polygonzuges enthilt. Sie heifit die von
z; erzeugte Kurve. Sei ¢ > 0 fest, X]’: € z;, dann definieren wir die Indizes p < j und ¢ > j
mit de(Xlg,X;) <efirp <k < jund d(X;,l,X;-) > ¢ und d(X;,X,g) <efirj <k<gqg
und d(X; H,X]’-) > e. Ab diesen Indizes verldfit der Polygonzug die e-Umgebung von X7. Sei
K die vom Polygonzug X,_1, ..., X/, erzeugte Kurve. Die Menge aller Punkte X € K, fiir die

d(X, X}) < e gilt, heifit e-Umgebung von X} oder U.(X}).

Seien z;, z; zwei Polygonziige, dann definieren wir eine Abstandsfunktion d:

d(zi, zj) = )r?el;l )I/nelgl d(X,Y).
i §

Der Punkt X € z;, fiir den das Minimum angenommen wird, heifit Proximum von z; in z;.

Definition 6.2 Sei Z eine Menge von Polygonziigen in R?. Fir alle z;, z; (i # j) soll gelten

1. Fiir z; darf X = X,"%, gelten, sonst muf$ z; doppelpunktfrei sein

2. FirY € z;Nz gilt (Y = X{ oder Y = X} ) und (Y:X{ odeTY:Xﬂ;j)

und sei G = (V, E,a,w) ein Graph, der von diesen Polygonziigen erzeugt wurde, dann heif$t der
Graph eben oder planar.

Ein von Z erzeugter Graph kann intuitiv zu einem gewichteten Graph erweitert werden: f(e*) :=
Liange von z; oder 3(e*) := Zeit, die benétigt wird, um z; zu durchfahren. Die Lénge eines Poly-
gonzuges ist eine objektive und zeitlich besténdige Grofle. Deshalb ist hier eine Gewichtsfunktion
leicht zu definieren. Soll die Gewichtung die Durchfahrtszeit darstellen, so besitzt diese Funktion
individuellen Charakter und héngt in der Regel von vielen Parametern wie zum Beispiel Fahrzeug
und Straflenbeschaffenheit ab. Der von einem Straflennetz aufgespannte Graph ist ndherungswei-
se planar und kann auch als parallelenfrei aufgefafit werden. Fiir planare parallelenfreie Graphen
gilt (nach dem Eulerschen Polyedersatz) die Abschéitzung

IE| <3%|V]|—6

und damit ist |E| = 0(]V]).

6.6 Robustheit eines Straflennetzes

Sei ein Straflennetz durch eine Polygonzugmenge dargestellt. Die gegebene Polygonzugmenge,
die einen ebenen Graphen erzeugen soll, besitzt hdufig Ungenauigkeiten, die der Definition eines
ebenen Graphen widersprechen. Um aus den Straflenverkehrsdaten dennoch einen ebenen Gra-
phen erzeugen zu konnen, bedienen wir uns folgender im Programm ‘RobustLE’ (Robustheit
eines linienelementweise gegebenen Graphen) realisierten Methode:
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Es sei 6,6 > 0 und eine Menge von Polygonziigen in R? gegeben. § stellt die GroBe einer
Kreuzung dar und soll der Weg sein, der ohne Polygonzugverbindung gerade noch ‘iibersprungen’
werden kann. ¢ stellt die minimale Entfernung dar, die zwei verschiedene Straflen auflerhalb eines
Kreuzungsbereiches haben miissen - denkbar wire hier zum Beispiel € = g. Sei 2y, ein Polygonzug
und zy dessen erzeugte Kurve.

1. Begradigung von Kreuzungen: Sei z;, ein Polygonzug und j der Index, fiir den gilt d(XF,
Xy <dfiri=1,..,7—1und d(X}, X;‘:) > §, dann werden die Zwischenpunkte X fiir
i =1, ...,j — 1 aus dem Polygonzug entfernt. Gibt es keinen Index dieser Art, so wird die
Strafle als Schleife mit der Lénge 0 gedeutet. Analoges geschieht am Endpunkt Xﬁk. Die
Numerierung des Polygonzuges wird entsprechend geéindert. Der Polygonzug, der entsteht,
wenn man die §-Umgebungen der Anfangs— und Endpunkte weglaft, heifit Zj.

2. Aufheben von Selbstkreuzungen: Zu jedem X jk betrachten wir die Menge M aller Punkte
Y aus zy, fiir die gilt Y ¢ Ue(XJ]-“) und d(Y, X}) < &, und sei My, die Menge aller Punkte,
fiir die dieser Abstand minimal wird, dann fiigen wir an jedem Punkt Y € My;, einen
weiteren Knoten ein und trennen den Polygonzug an diesen Punkten und an Punkt X}, so,
dafl der jeweilige Trennungspunkt gleichzeitig Endpunkt des einen und Anfangspunkt des
anderen neuen Polygonzuges wird. Diese neu erschaffenen Kreuzungen miissen ebenfalls
begradigt werden. Dies geschieht in der Procedure ‘MakeKreuzungen’.

3. Autheben von Kreuzungen mit anderen Polygonziigen: Seien zp und z; k # | zwei Poly-
gonziige, () das Proximum von z; in zy mit Abstand d. Wenn d < ¢ ist, so teilen wir den
Polygonzug z;, am Punkt Q.

4. Definition der Priknoten: Der Anfangs- und der Endpunkt jedes Polygonzuges heifle Pri-
knoten. Seien Y7, Yy Priaknoten, dann definieren wir folgende Relation ~:

Y1 ~ Yy «— d(}/l,YQ) < 0.

Die Relation ~ ist reflexiv, symmetrisch, aber im allgemeinen nicht transitiv. Um ein
Uberwechseln von allen Polygonziigen an einer Kreuzung zu gewihrleisten, fordern wir
fiir die Umwandelbarkeit des Straflennetzes in einen ebenen Graphen die Transitivitéit der
Relation ~. Mit der geforderten Transitivitit ist ~ eine Aquivalenzrelation.

5. Definition des Graphen: Wir definieren die Knoten des Graphen als Aquivalenzklassen der
Relation ~. Die Koordinaten eines Knoten berechnen sich als arithmetisches Mittel der
an der Erzeugung beteiligten Priknoten. Im Polygonzug werden die Préaknoten durch die
entsprechenden Knoten ersetzt. Der Graph wird analog zur Definition 6.1 definiert.

Wenn bei einer Menge von Polygonziigen die Transitivitdt der Relation ~ nicht gew&hrleistet
ist, so ist diese ohne Ortskenntnis nicht in einen beschreibenden Graphen zu verwandeln, da die
Kreuzungen nicht eindeutig zugeordnet werden kénnen. Der Ausgangsgraph ist natiirlich nicht
mehr mit dem reparierten Graph dquivalent - er ist nur ansatzweise ein Untergraph desselben.

Um den Straflencharakter zu bewahren, diirfen die Winkel innerhalb der Polygonziige nicht ‘zu
spitz’ sein. Die Procedure ‘EntschaerfeKurven’ gléttet optional die Polygonziige.
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6.7 Das Programm Makegraph

Die Aufgabe dieses Programmes besteht darin, aus einem durch eine Polygonzugmenge defi-
nierten Straflennetz einen Graph zu erzeugen. Dabei werden die Straflenkreuzungen errechnet,
welche die Knoten darstellen. Zu jeder durch einen Polygonzug dargestellten Strafle definieren
wir eine Kante und deren Inzidenzstruktur. Alle hier beschriebenen Unterprogramme befinden
sich in der Unit Grapherstellen. Ein Listing befindet sich in Abschnitt C.3.

6.7.1 Das Erstellen der Straflenkreuzungen

StraBenkreuzungen (Knoten) werden in der Procedure Makeknoten errechnet. Eine Strafie z;
beginnt oder endet genau dann an einer Kreuzung v, wenn deren Anfangs- oder Endpunkt um
weniger als § von v entfernt ist. Ist dies bei keiner bisher definierten Kreuzung der Fall, so
definiert dieser Anfangs- oder Endpunkt eine neue Kreuzung, sonst wird die Kreuzung nach
dem Prinzip des arithmetischen Mittels neu berechnet.

6.7.2 Das Erstellen eines Graphen

Nach der Berechnung der Straflenkreuzungen kann nun der Graph, der das Straflennetz re-
prasentiert, berechnet werden. Graphen werden in der Procedure Graphbauen erstellt. Gespei-
chert werden von jeder Kreuzung aus alle Straflen, die von ihr wegfithren, deren Endpunkt,
Orientierung und Gewichtung. Diese Technik erméglicht auch das Speichern von Graphen, bei
welchen zwischen den einzelnen Knoten mehrere Straffen existieren (Graph mit Multikanten),
und bei welchen Anfangs- und Endpunkt einer Strafle identisch sind (wie bei Wendeplatten und
dhnlichem). Das Datenformat ist also von folgender Form:

Anfangsknoten Endknoten orientierte Identifikationsnummer Gewichtung.

Die Orientierung der Strafle ist in Polygonzugrichtung positiv und gegen diese Richtung nega-
tiv. Der Graph wird zunéchst als verkettete Liste gespeichert und dann knotenweise auf ein
Speichermedium iibertragen.

Die Gewichtung einer Kante kann zum Beispiel die Lénge des erzeugenden Polygonzuges sein, sie
kann auch von von der Attributierung der Strafle abhéngen. Ist zum Beispiel die Durchschnitts-
geschwindigkeit aller Straflen bekannt, kann als Gewichtung auch die benétigte Zeit verwendet
werden. Die Gewichtung muf} aber fiir alle Kanten nach einheitlichen Regeln erfolgen.

6.7.3 Die Berechnung der Fehlerellipsen

Der folgende Abschnitt ist in der Procedure MakeFehlerEllipsen realisiert. Die Straflen enden in
der Regel nicht direkt am gemittelten Kreuzungspunkt. Dies hat zur Folge, dafl die Kreuzungen
nicht genau bestimmt werden kénnen. Die tatséchliche Kreuzung befindet sich héchstwahrschein-
lich innerhalb einer Ellipse um die errechnete Kreuzung herum. Seien (x;, y;) die Endpunkte der
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Straflen, die an der Kreuzung K enden, m deren Anzahl und A die Darstellungsmatrix der
Fehlerellipse, so berechnen sich die Koeffizienten a;; wie folgt:

m

ail = Z(ﬂcz - Km)Q
i=1
m
aiz = az1 = Z(fl?z — Ka) * (zi — Ky)
i=1
m
a2 = Z(yz - Ky)2
i=1

Das Programm enthélt noch die Knoten- und Fehlerellipsenausgaberoutinen sowie Funktionen,
welche von einer Strafle die Endknotennummern bestimmen.

Das Programm ‘Makegraph’ liest das File ‘StrMitJ.Dat’ ein, und das Ergebnis wird in ‘Gra-
phJ.Dat’ abgespeichert. Der Graph wird kantenweise gespeichert. Jede Straflenmitte erzeugt
zwei Kanten, mit der Ausnahme, wenn die Straflie das Attribut ‘Einbahnstrafie’ besitzt. Hier
wird nur die giiltige Richtung gespeichert. Am Ende der Datei stehen wieder die Attribute und
Wegeverbote analog zu 6.1. Die Attribute ‘Einbahnstralen’ brauchen nicht mehr gespeichert zu
werden.

6.8 Das Programm Knotensplitting (KnSplit)

Es soll der Algorithmus aus Abschnitt 4.5 programmiert werden. Dazu wird zuerst ein Graph
mit Abbiegeverboten eingelesen. Dieser Graph wird dann durch den Algorithmus so modifiziert,
dafl die Abbiegeverbote iiberfliissig werden und danach in der gleichen Datenstruktur ohne Ab-
biegeverbote wieder gespeichert. Um dem Algorithmus mehr Geschwindigkeit und Transparenz
zu geben, habe ich ihn modifiziert:

Der beschriebene Algorithmus verwandelt einen gegebenen Graph G = (V, E, a,w) mit Abbie-
geverboten T' schrittweise in einen Graphen G’ = (V/, E’,a/,w’) ohne Abbiegeverbote, wobei
jede Abbiegeverbotsklasse [siche Formel (4.4)] einen eigenen Schritt erzwingt. Nach jedem die-
ser Schritte wird ein Zwischenergebnisgraph G¥¢ definiert, bei welchem (kiirzeste) Wege unter
Beachtung aller bereits betrachteter Abbiegeverbote bestimmt werden kénnen. Bei jedem wei-
teren Schritt mufl aber auf alles vorangegangene zuriickgegriffen werden [siehe Definition von
wli=1(e) (4.7)].

Bei der Implementation verwende ich stattdessen den Algorithmus aus Kapitel 5, der natiirlich
auch fiir Abbiegeverbote gilt, die ja spezielle Wegeverbote sind. Der gesplittete Weg aus dem
Abschnitt 5.3 besteht nur aus einem einzigen Knoten. Die k-ten Schritte der Wegeverdopplung
entfallen fiir £ > 1. Bei der Angabe der Referenzformeln werde ich zuerst auf die Formel fiir die
Abbiegeverbote und dann die entsprechende Formel bei den Wegeverboten verweisen.
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6.8.1 Die Datenstruktur von KnSplit

Den Graphen G speichere ich in Form einer Adjazenzliste (record rKante) mit folgendem Inhalt:

VonKn = Nummer des Anfangsknotens der Kante
UeberKa = Nummer der Kante
NachKn = Nummer des Endknotens der Kante

Kaln _EO = Flag, das angibt, ob diese Kante in der Menge Ej enthalten ist
OldVonKn = Nummer des Original-Anfangsknotens der Kante

OldNachKn = Nummer des Original-Endknotens der Kante

Entf = Gewicht der Kante

Stimmen die Werte von VonKn und OldVonKn sowie von NachKn und OldNachKn nicht {iberein,
so handelt es sich um eine gesplittete Kante. Eine gesplittete Kante und ihr Original haben aber
aus Darstellungsgriinden immer die gleiche Identifikationsnummer - sie unterscheiden sich am
Anfangs- bzw. Endknoten. Kaln _EOQ ist bei gesplitteten Kanten immer falsch.

Die Abbiegeverbote werden in einer weiteren Liste (record rVerbot) mit folgendem Inhalt ge-
speichert:

VonKa = Nummer der Anfangskante des Abbiegeverbotes
UeberKn = Nummer des Zwischenknotens
NachKa = Nummer der Endkante des Abbiegeverbotes

6.8.2 Die Prozeduren von KnSplit

In der Prozedur ‘Create -Menge - E0 _und _splitte - Knoten’ wird die Menge Ej [siche Formel
(4.5) und Definition 2.9] erschaffen. Im gleichen Schritt wird zu jedem e € Ejy der Endknoten
w(e) gesplittet und der Kante e als neuer Endknoten zugewiesen [siehe Definition von wfi-1(f;)
in der Formel (4.7) und im Abschnitt 5.3 den ersten Schritt - hier gilt n = 2 - es wird also keine
Kante gesplittet].

Bei der Prozedur ‘splitte _Kanten’ werden zu jeder Kante e aus Ej alle Kanten ¢’ gesplittet,
die iiber die Kante e erreichbar sind [siche Definitionen von N bzw. E¢ bei den Formeln (4.6)
und (5.7)]. Danach wird diesen neuen Kanten ein Endknoten zugewiesen [siehe Definition der
Abbildung w/i-1 in der Formel (4.7) sowie die Abschnitte 5.4 falls ¢’ ¢ Ey und 5.5 falls ¢’ € Fy].

Das Programmlisting von Knsplit befindet sich im Abschnitt C.1.
6.9 Weitere Programme

Das Programm Dijkstra wendet den Dijkstra-Algorithmus (siehe Abschnitt A.1) auf den Gra-
phen an, der von Makegraph und Knsplit erschaffen wurde, und berechnet dort die kiirzesten
Wege. Abbiegeverbote werden genau dann beriicksichtigt, wenn vor dem Programm Dijkstra
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das Programm Knsplit ausgefithrt wurde. Der Ergebnisbaum wird in BaumJ.Dat abgespeichert.
Eine Implementation befindet sich in Abschnitt C.2

Das Programm Layersor sortiert die Rubrik ‘Entities’ eines DXF-Files nach Layernummern.

Mit dem Programm Changegraph kann man Komponenten, die das Programm ‘Makeklasse’
nicht als falsch erkennt (zum Beispiel breite Treppen), und (eventuell) falsch berechnete Stra-
Benmitten (Option /DS) l6schen. Aufierdem kann man Abbiegeverbote eingeben.

Das Programm Showgraph macht alle Ergebnisse der vorigen Programme sichtbar. Es kénnen
ein Start— und ein Zielknoten eingegeben werden (F3), und der kiirzeste Weg zwischen diesen
Knoten wird angezeigt. Mit F4 wird die Distanz angezeigt.

Im Anhang C befinden sich nur die Listings der beschriebenen Programme, die speziell mit
Graphentheorie zu tun haben.
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Kapitel 7

Ausblick

Es ist uns gelungen, vier Verfahren fiir Routenplaner zu entwerfen, welche die kiirzesten Wege
in Straflennetzen mit Wegeverboten berechnen. Diese Verfahren verdndern entweder den Gra-
phen oder den Algorithmus. Die Methode des verbotsorientierten Knotensplittings, welche den
Graphen verindert, wurde auf Wegeverbote erweitert. Aulerdem wurde beschrieben, wie aus
Straflenverkehrsdaten ein Graph konstruiert werden kann. Dazu wurde ein Programmpaket ent-
wickelt, welches die Ergebnisse der Arbeit anwendet.

Der vorgestellte Algorithmus ist so genau beschrieben, um mit existierenden Methoden zur Rou-
tenplanung kombiniert werden zu kénnen. Ein weiterer interessanter Ansatz wire die Ubertra-
gung des Verfahrens auf andere Bereiche, wie zum Beispiel die Logistik siehe dazu auch Abschnitt
5.1.

Kiinftige Untersuchungen kénnten das Verfahren der Mehrknotenaufnahme aus Abschnitt 4.3
auf Wegeverbote erweitern. Dabei ist zu beriicksichtigen, dafl der Endknoten einer bestimmten
Kante auch dann in den kiirzeste-Wege-Baum aufgenommen werden kann, wenn dieser bereits
ohne Beeinflussung von Wegeverboten von dieser Kante aus aufgenommen wurde.

Es wire auch eine andere mathematische Vorgehensweise denkbar. Zuerst zeigt man, dafl zu
jedem Graphen G mit Wegeverboten Wegegraphen ohne Wegeverbote existieren. Dann definiert
man Graphen G’ mit Homomorphismen ® : V/ — V und ¥ : E/ — FE, welche die Eigenschaft
‘kiirzester Weg’ erhalten (etwa wie bei einem topologischen Filter) und zeigt, dafl diese gegen
einen Wegegraphen von G konvergieren.

7.1 Schrittweises Vorgehen

Die beschriebene Losung des Problems, (kiirzeste) Wege in einem Graphen G = (V, E, a, w) mit
Wegeverboten (oder auch Abbiegeverboten) P zu berechnen, betrachtet immer die Gesamtmenge
aller Wegeverbote. Schon wire es, einen Algorithmus zu finden, der ein n-Tupel von Graphen
G' = (V' E', o}, w') mit Wegeverboten P’ i = 1, ..., n erzeugt, wobei
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1. G'=Gund P' =P
2. P"=10
3. Der Algorithmus fiithrt G*~! nach G* und P*~! nach P’ iiber, ohne die vorherigen Schritte
zu kennen.
Bei dem oben gegebenen Graph wére folgender Algorithmus denkbar:

Sei p = (e1, ...,em) € P beliebig. Wir fithren den Algorithmus aus Kapitel 5 so durch, als ob
nur dieses eine Wegeverbot existieren wiirde. Das heifit, wir verdoppeln den Weg analog zum
Abschnitt 5.3 ohne die Kanten e; und e,, und wir ziehen alle nicht verbotenen Kanten vom
gesplitteten Weg hin zum Ausgangsgraphen (Abschnitt 5.4). Der Abschnitt 5.5 der eventuell
vorher behandelte Wegeverbote einbezieht, soll ohne Bedeutung bleiben.

Wenn nach diesem Schritt nur p weggelassen, also die Wegeverbotsmenge P\{p} betrachtet wird,
so wire der Algorithmus nicht korrekt, wie folgendes Beispiel zeigt:

Gegeben sei ein Graph G = (V, E, a,w) mit V := {v1, ...,v4}, E := {ea1, €23, €32, €34} und den
Inzidenzabbildungen «a(e;j) = v; w(e;;) = v;. Zusétzlich seien folgende Wegeverbote definiert:

P :={p1,p2} = {(es2,€21), (€23, €34)}

O— (G
s

Abbildung 7.1 Beispielgraph

Wir betrachten die Wegeverbote in der kanonischen Reihenfolge. Zuerst wird der Knoten vy
gesplittet (dieser heifile vo) und eine neue Kante eys eingefiigt. Das Gleiche geschieht mit
dem Knoten vz. Fiir den entstandenen erweiterten Graph gilt: V' := {vy, ...,v4, v, 03}, E =
{ea1, €23, €32, €34, €273, €312} und den Inzidenzabbildungen a(e;;) = v; w(e;j) = vj, auber w(ea3) =

vy und w(ege) = vor.
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Abbildung 7.2 FErweiterter Graph

Der erzeugte Wegegraph ist unkorrekt, denn der Weg (ve, v3/,va,v1) ist moglich und im Aus-
gangsgraphen verboten.

Offensichtlich liegt die Unkorrektheit des Algorithmus daran, dafl Kanten aus Fy (im Beispiel
sind dies die Kanten ey3 und egs) gesplittet, und deren Abbiegeverbote nicht mehr beriicksichtigt
wurden. Der Algorithmus muf} also um folgenden Schritt erweitert werden:

Wenn eine Kante aus Fy gesplittet wird, so werden dieser auch die zugehorigen Wegeverbo-
te zugewiesen. In unserem Beispiel wiirde dies bedeuten, dafl nach jedem Schritt ein weiteres
Wegeverbot entstanden wiire: pys := (egra, €21) und por := (eor3, €34).

Die erneute mehrfache Anwendung des Algorithmus auf den erweiterten Graphen mit diesen
Wegeverboten ergibt dann folgenden Wegegraphen ohne Wegeverbote:

Abbildung 7.3 Erweiterter Graph mit tbertragenen Wegeverboten

Dieser erweiterte Graph ist tatséichlich ein Wegegraph des Ausgangsgraphen. Hitte man auf
den Ausgangsgraphen den Algorithmus aus Kapitel 5 angewandt, so wire folgender Wegegraph

entstanden:

Abbildung 7.4 Erweiterter Graph mit dem Algorithmus aus Kapitel 5
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Dieser Wegegraph ist also offensichtlich kleiner als der schrittweise entstandene Wegegraph [siehe
auch Minimalitdtseigenschaft in Satz 5.9]. Betrachtet man nur Graphen mit Abbiegeverboten,
so ist eine schrittweise Konstruktion analog zur Methode des Ziehens neuer Kanten in Abschnitt
4.4 denkbar, die den Korrektheitsbeweis stark vereinfacht.

Fiir Wegeverbote hingegen ist dies nicht moglich, da der Algorithmus hier nicht determiniert: Das
Wegeverbot in Beispiel 5.6.4 wiirde bei Durchfiihrung des Algorithmus sich selbst nocheinmal
erzeugen. Damit ist hier eine Reduktion der Wegeverbote unmoglich. Der kritische Unterschied
zwischen Abbiege- und Wegeverboten ist, dafl Abbiegeverbote nur an einem Knoten (Kreuzung)
wirken, Wegeverbote hingegen an vielen.

Interessant wére es ferner, einen Algorithmus zu finden, der auch in unabhéngigen Schritten
funktioniert und einen Wegegraphen erzeugt, der dquivalent zum minimalen Wegegraphen ist.
Zur Aquivalenz von Graphen siehe auch [Reu80].

7.2 Die Verwandtschaft von Wegeverboten mit k-kiirzesten We-
gen

Die Probleme ‘Berechnung von (kiirzesten) Wegen in Graphen mit Wegeverboten’ und ‘Be-
rechnung von k-kiirzesten Wegen’ sind verwandt. In einem Graphen kénnen k-kiirzeste Wege
berechnet werden, indem man den kiirzesten Weg berechnet, diesen verbietet und dies k£ — 1 mal
wiederholt. Die Menge aller kiirzesten Wege 148t sich in zwei Typen aufteilen:

1. k- kiirzeste Wege, die andere k’-kiirzeste Wege (k' < k) enthalten,

2. k- kiirzeste Wege, die keinen anderen k'-kiirzeste Weg (k’ < k) enthalten.

Der in Kapitel 5 beschriebene Algorithmus kann aber nur k- kiirzeste Wege vom Typ 2 berechnen
(siehe dazu Abschnitt 5.2). Um auch k- kiirzeste Wege vom Typ 1 berechnen zu kénnen miissen
wir den Algorithmus verdndern. Gesucht seien die k kiirzesten Wege (auch die vom Typ 1)
zwischen den Knoten s und z. Vor Beginn des Algorithmus definieren wir zwei neue Knoten
', 2 und zwei neue Kanten e/, e/, mit Kantengewicht 0 und erweitern den Ausgangsgraphen auf
folgende Weise:

/
S

/

ale) =5 w(e) =5 ale) =z a(e):=7".

Wenden wir den oben beschriebenen Algorithmus auf den so erweiterten Graphen an so erhalten
wir alle k- kiirzesten Wege zwischen s’ und 2z’ und daraus ableitbar die k- kiirzesten Wege
zwischen s und z.

Bemerkung: Damit sind alle k- kiirzesten Wege von Typ 1 von der Form:
Schleifen am Knoten s — k'~ kiirzester Weg von s nach z — Schleifen am Knoten z
In [AMMPI0] wird ein Algorithmus angegeben, der die k-kiirzesten Wege in einem Graphen mit

einem #hnlichen Ansatz (‘Path deletion’) berechnet. Die Vorgehensweise des Algorithmus soll
hier kurz veranschaulicht werden:
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Gegeben sei ein Graph G = (V, E, a,w) und zwei Knoten s = Startknoten und z = Zielknoten.
Zwischen s und z sollen nun k-kiirzeste Wege bestimmt werden. Azevedo erweitert seinen Gra-
phen um die oben beschreibenen Kanten und Knoten. Dann wird der kiirzeste Weg zwischen s’

und 2’ berechnet - dieser sei (e1, ..., €, ), wobei a(e1) = s’ und w(e,,) = 2’ gilt. Dieser Weg wird
analog zum Abschnitt 5.3 dieser Arbeit verdoppelt. Die Kanten des gesplitteten Weges seien
(€, ...,el,_1). Der Knoten 2z’ wird mitsamt der Kante e,, an den verdoppelten Weg angehéngt:

alem) := w(el, ;). Danach wird jede Kante e gesplittet, die folgende Eigenschaften besitzt:

l.e£ei=1,...m

2. Es existiert ein j mit 2 < j < m und w(e) = a(e;).

Die verdoppelte Kante heifle ¢/. Diese wird an den entsprechenden Knoten des verdoppelten
Weges angehingt: w(e') := a(eg). Es werden also Kanten verdoppelt, die auf die Knoten des
verdoppelten Weges weisen. Dieser Schritt entspricht etwa dem Abschnitt 5.4. Der Unterschied zu
meinem Ansatz besteht darin, dafl ich den gesplitteten Weg mit dem Ausgangsgraphen verbinde
und der Kante e; ein neuer Endpunkt zugewiesen wird. Wie einfache Beispiele zeigen, sind die
Grapherweiterungen nicht dquivalent.

Offensichtlich ist diese Vorgehensweise dhnlich zu der Vorgehensweise in Kapitel 5. Kiinftige
Untersuchungen kénnten vesuchen, diesen Ansatz oder andere Losungsverfahren zur Berechnung
k kiirzester Wege auf Wegeverbote zu verallgemeinern.
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Anhang A

Standardverfahren zur Berechnung
kiirzester Wege

Erste Ansitze zur Graphentheorie gehen bis auf Leonhard Euler (Kénigsberger Briickenproblem,
1736) zuriick. Zur genaueren historischen Betrachtung siehe [BLW76], [Koe86] und [Har73].
Graphentheoretische Verfahren zur Berechnung kiirzester Wege wurden erst in den Fiinfziger
Jahren dieses Jahrhunderts entwickelt.

In diesem Kapitel werden die Algorithmen von Dijkstra [Dij59] und Floyd [Flo62] beschrieben,
die vielen spéteren Losungsanséitzen zu Grunde liegen. Weitreichendere Verfahrensvergleiche und
Uberblicke befinden sich zum Beispiel in [Dom72], [DeP84] und in [Joh73].

A.1 Der Dijkstra-Algorithmus

Der Dijkstra-Algorithmus wird z. B. in [AHUS83] beschrieben. Dijkstra’s Idee zur Losung des
SSSP ist, dafl die Menge aller kiirzesten Wege in einem Graphen von einem Punkt aus Baum-
struktur hat, wenn man sich bei mehreren kiirzesten Wegen zwischen zwei Knoten einen belie-
bigen Repréisentanten wéhlt.

Sei G = (V,E,a,w,3) ein positiver Graph und ein Startknoten s € V fest vorgegeben. Wir
werden schrittweise einen kiirzeste-Wege-Baum aufbauen. Sei B(i) := {v € V | d(s,v) ist im
Schritt ¢ bereits errechnet}. Im i+1-ten Schritt wird derjenige Knoten v in B(i+1) aufgenommen,
welcher den 7 4 1-kiirzesten Abstand zu s hat.

Algorithmus:

Start: Wir setzen B(0) := {s} (Procedure Setstartknoten), d(s,s) := 0 und sei d(s,v) := oo fiir
alle v € V\{s}.

Konstruktion des Baums B(i + 1) aus dem Baum B(i): Sei

Eiy1:={e€ E|ale) € B(i),w(e) ¢ B(1)}.
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Bestimme eine Kante e aus E; 1, fiir die gilt
d(s,ale)) + B(e) < d(s,a(e)) + B(e) fiir alle € € E;.

Wir setzen B(i + 1) := B(i) U{w(e)} und d(s,w(e)) := d(s,a(e)) + [(e); e ist eine Kante des
kiirzesten-Wege-Baumes.

Satz A.1 Der Dijkstra-Algorithmus berechnet d(s, z) fir alle z € V', das heifst fiir alle v € B(i)
gilt d(s,v) ist die Linge eines kiirzesten Weges von s nach v. Ist kein Weg zwischen den Knoten
s und z vorhanden, so ist d(s,z) = oo.

Beweis:
Der Satz wird durch vollsténdige Induktion bewiesen. Fiir B(0) gilt die Aussage trivialerweise.

i — i+ 1: Nach Induktionsvoraussetzung gilt fiir alle v € B(i), dafl das oben bestimmte d(s,v)
der kiirzeste Weg von s nach v ist.

Annahme: Der durch den Algorithmus hinzugewonnene Knoten v = w(e) hat einen kiirzeren
Abstand zu s als der vom Algorithmus angegebene d(s,v). Sei w’ einer der Wege von s nach
v, fiir den d(w') < d(s,v) gilt. Sei ¢’ die erste Kante des kiirzeren Weges ', fiir die gilt ¢’ €
E;+:. Existiert keine Kante dieser Art, so ist v bereits in einem friitheren Schritt in den Baum
aufgenommen worden. Mit diesen Vereinbarungen gilt:

d(w') >d(s,a(e)) + B(e') Kantenlinge ist >0
>d(s,a(e)) + f(e)  Minimumbildung im Algorithmus
=d(s,w(e)) Definition von d
> o(w') Annahme.
Dies ist ein Widerspruch. ]

Bewertung:

Der Zeitbedarf dieses Algorithmus ist O(n?). Sucht man allerdings alle kiirzesten Wege aller
Knoten untereinander, so mufl der Algorithmus n mal mit wechselnden Startknoten wiederholt
werden, der Zeitbedarf steigt also auf O(n?). Méchte man nur den kiirzesten Weg von s nach z
errechnen, so kann der Algorithmus abgebrochen werden, wenn z € B(i) ist. Der Algorithmus
bendtigt gerade bei diinn besetzten Nachbarschaftsmatrizen wenig Speicherplatz.

Der Dijkstra-Algorithmus gehort zu der Gruppe der greedy (gierig - lokal optimal) Algorith-
men. Er kann beidseitig (von Start- und Zielknoten aus) angewandt werden. Die Menge aller
Endknoten der Menge E; kann auch in einer Nachbarschaftsliste N (i) gespeichert werden. Bei
geeigneter Wahl der Datenstruktur sinkt der Zeitbedarf.

FEin wesentlicher Nachteil besteht in der Voraussetzung, dal die Gewichtsfunktion immer posi-
tive Werte annehmen muf. Bazaraa und Langeley geben in [BL74] einen Algorithmus an, einen
Graphen mit negativen Kantenldngen in einen Graphen mit positiven Kantenlingen umzuwan-
deln, sofern dieser keine Kreise mit negativer Lénge besitzt. In dem umgewandelten Graphen
kann nun der Dijkstra-Algorithmus angewendet werden und aus dessen Ergebnis die Lénge des
kiirzesten Weges sowie dessen Verlauf abgeleitet werden.
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A.2 Organisation der Nachbarschaftsliste in einem Heap

Eine geeignete Verwaltung dieser Nachbarschaftsliste ist fiir die Effizienz des Dijkstra-Algo-
rithmus relevant. Ist die Menge N (i) als Liste gespeichert, mufl beim Erweiterungsschritt des
Algorithmus die gesamte Liste durchsucht werden. Bei Graphen mit dicht besetzten Adjazenzma-
trizen muf} also fast jeder Knoten untersucht werden. Eine linear verwaltete Nachbarschaftsliste
verbessert die Zeitkomplexitdt des Algorithmus im Vergleich zum Dijkstra-Algorithmus ohne
Nachbarschaftsliste nicht.

Die Zeitkomplexitdt des Dijkstra-Algorithmus wird wesentlich verbessert, wenn man die Nach-
barschaftsliste in Form eines Heaps anlegt.

Definition A.1 Ein Bindrbaum B = (V,E,«a,w) mit einer Funktion f : V — R heifit Heap
der Hohe h, wenn (1) jedes Blatt die Héhe h oder h — 1 hat und (2) fir jeden Knoten v mit
Séhnen vy und vy gilt: f(v) < f(v1) und f(v) < f(va).

Bedingung (2) aus Definition A.1 impliziert insbesondere, daf ein kleinstes Element an der
Wurzel steht. Eine dquivalente Definition wiirde sich ergeben, wenn man in (2) jedes ‘<’ durch
ein ‘>’ ersetzen wiirde. Dann wiirde ein grofites Element an der Wurzel stehen.

Beispiel A.1 Als Beispiel wihlen wir einen Heap aus 9 Elementen, wobei die Ordnungszahl
der Knoten gleichzeitig ihre Knotenfunktion darstellt. In einem Heap wére es auch moglich, 2
oder mehr Elemente mit dem gleichen Knotenwert zu haben.

Abbildung A.1 Beispielheap, bei welchem die Knotennummern gleichzeitig die Knotenfunkti-
on darstellen
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Algorithmus zur Einfiigung eines Elements (Hochwandern):

Der Heap der Hohe h soll um ein Element erweitert werden, ohne dafl er die Heapstruktur
verliert. Falls moglich, fiigen wir das neue Element k& als Blatt auf der Hohe h ein (dies ist genau
dann moglich, wenn der Heap auf der Héhe h weniger als doppelt so viele Knoten besitzt als auf
der Hohe h — 1), andernfalls fiigen wir k als Knoten der Hohe h + 1 ein. In jedem Fall erhalten
wir einen neuen Bindrbaum, der zwar (1) aber nicht notwendig (2) erfiillt. Ist (2) nicht erfiillt,
so vertausche k mit dessen Vaterelement und wiederhole dies so lange, bis k die Wurzel oder der
Wert des Vaterelements kleiner ist als der Wert von k. Die Heapstruktur bleibt so erhalten. k
kann maximal bis zur Wurzel aufsteigen, die Kosten dafiir sind also O(log,(|V])).

Beispiel A.2 Wir betrachten den Heap aus Beispiel A.1 und fiigen ein neues Element 1’ ein,
dessen Knotenfunktionswert 1 sein soll. 1’ wird als linker Sohn des Elementes 8 in den Heap
aufgenommen. Da 8 > 1 ist (2) verletzt, und Vater und Sohn miissen vertauscht werden. Da
auch 2 > 1, wird der Vorgang wiederholt. Da 1 < 1 ist nach diesem Schritt die Heapstruktur
wiederhergestellt.

Abbildung A.2 Beispielheap, bei welchem das Element 1’ eingefiigt wurde und hochgewandert
15t.

Algorithmus zum Ldschen der Wurzel (Absinken):

Das minimale Element des Heaps wird entfernt. Es entstehen zwei Baume mit Heapstruktur. Wir
nehmen das Blatt [, das in der untersten Reihe am weitesten rechts steht und ersetzen damit die
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Wurzel. Falls der Wert von [ grofler ist als der Wert eines oder beider Séhne, so vertausche [ mit
dem Kkleineren von ihnen und wiederhole dies so lange, bis [ am Ende des Baumes angekommen
ist, oder der Wert von [ kleiner oder gleich dem Wert beider Schne ist. Auch hierfiir belaufen
sich die Kosten auf O(log,(|V])). Die Heapstruktur bleibt auch hier erhalten, da man immer mit
dem kleineren Sohn vertauscht.

Beispiel A.3 Wir betrachten den erweiterten Heap aus Beispiel A.2 und 16schen das Element
1. Das im Heap in der untersten Reihe am weitesten rechts stehende Element ist der Knoten
8. Der Knoten wird an die Wurzel gesetzt. Hier ist die Heapeigenschaft 3 verletzt. 8 wird mit
seinem kleineren Sohn, der 1’, vertauscht. Da immer noch die Heapeigenschaft (2) verletzt ist,
muf} dieser Vorgang wiederholt werden. Diesmal werden 8 und 2 vertauscht. Der Knoten 8 ist
bis auf Héhe h — 1 abgesunken. Dies ist in der Abbildung fett markiert.

Abbildung A.3 Beispielheap, bei welchem das Element 1 geldscht wurde und 8 abgesunken ist.

Speichert man die Nachbarschaftsliste in Form eines Heaps ab, und ordnet man die Knoten nach
ihrem Abstand zum Startknoten, so steht automatisch das Element an der Wurzel, welches beim
Erweiterungsschritt des Dijkstra-Algorithmus in den minimalaufspannenden Baum aufgenom-
men werden soll. Jeder Knoten, der nach dem Erweiterungsschritt in die Nachbarschaftsliste
aufgenommen werden soll, wird in der untersten Stufe im Heap angesetzt und muf} so lange
hochwandern, bis die Heapstruktur wieder hergestellt ist.
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Problem

Soll ein Knoten v in den Nachbarschaftsheap aufgenommen werden, so kénnte dieser schon ein-
mal aufgenommen worden sein. Den vormals aufgenommenen Knoten v’ zu finden und eventuell
zu 16schen, ist aufwendiger, als den Knoten einfach ein weiteres Mal mit einem eventuell ande-
ren Knotenfunktionswert in den Heap aufzunehmen. Bei der Entnahme der Knoten mufl darauf
geachtet werden, dafl der in den Minimalbaum aufzunehmende Knoten das erste Mal aufge-
nommen wird. Ist dies nicht der Fall, so wird der gerade entnommene Knoten verworfen. Jeder
Knoten kann maximal so oft im Nachbarschaftsheap aufgenommen werden, wie Kanten auf ihn
weisen.

Bei dieser Implementation werden in den Nachbarschaftsheap nicht mehr Knoten aufgenommen
als Kanten in dem Graphen vorhanden sind. Er hat also maximal die Hohe log, |E|, und da G
parallelenfrei ist, gilt log, |E| < log, |V?| = 2log, |V].

Fazit:

Durch die Verwendung der Heapstruktur kann die Ordnung des Algorithmus von Dijkstra auf
O(nlogn) gesenkt werden, wenn die Kantenmenge des Graphen O(n) nicht iibersteigt. Im all-
gemeinen Fall liegt die Anzahl der Operationen bei O((m + n)logn). Bei der Verwendung von
Fibonacci-Heaps wurde in [Fr'T87] gezeigt, dal eine Losung fiir das SSSP schon in der Zeit von
O(nlogn + m) moglich ist. Bei Straflennetzen liegen aber Graphen vor, bei welchen m = O(n)
gilt, deshalb ist die Ordnung des Dijkstra-Algorithmus unabhéngig von der Wahl von Heaps
oder Fibonacci-Heaps.

A.3 Der Tripelalgorithmus

Sei G = (V, E,a,w, () ein parallelenfreier, gewichteter gerichteter Graph und (0,,,) dessen Ad-
jazenzmatrix. Der Tripelalgorithmus 16st nur das APSP Problem und kann in Gegensatz zum
Dijkstra-Algorithmus auch in Graphen mit negativen Kantenldngen verwendet werden, solange
diese keine Kreise negativer Lénge beinhalten.

Methode:
Es wird die Lénge aller Kanten der Graphen mit den Léngen aller moglichen Umwege verglichen
und die Gewichtung der Kante gesenkt, falls der Umweg kiirzer ist.

Algorithmus:
For i :=1ton do
for j:=1ton do
for k:=1ton do

ﬁ/(vjavk) = min{/@/(vjvvk)w@/(vjvvi) + ﬁ/(viavk)}

Satz A.2 Der Tripelalgorithmus berechnet alle kiirzesten Wege im Graphen.
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Beweisskizze:

1.) Durch Induktion wird bewiesen, dafl das Resultat des Algorithmus unabhéngig von der
Numerierung der Knoten v; ist.

2.) Nach Durchfithrung des Algorithmus ist 3 (u,v) = d(u,v) fiir alle © und v.

Bewertung:

Der Zeitbedarf dieses Algorithmus ist O(n3). Selbst wenn man nur zwischen zwei Punkten den
kiirzesten Weg sucht, mufl der Algorithmus alle Knotentripel bearbeiten. Die Zahl der unnétigen
Vergleiche wichst sehr schnell mit n. Die Implementierung des Algorithmus ist sehr einfach (siehe
dazu auch [Dor73]). Der Algorithmus benétigt gerade bei diinn besetzten Adjazenz-Matrizen
unverhéltnisméBig viel Speicherplatz.

Der Algorithmus von Dantzig:
Der Algorithmus von Dantzig ist ein modifizierter Tripelalgorithmus:

Algorithmus:
For i :=1ton do
for j:=1toi—1do
for k:=1toj—1do

B(vj, vg) = min{B(v;, vi), B(vj, vi) + B(vi, v)}

Bewertung:
Der Zeitbedarf dieses Algorithmus sinkt gegeniiber dem Tripelalgorithmus um etwa die Halfte
ab, ist aber immer noch O(n?).

Der Vorteil der Tripelalgorithmen ist, dafl sie auch bei negativen Kantenléingen funktionieren,
falls keine Kreise negativer Lénge existieren. Ein weiterer Vorteil liegt in der Einfachheit der
Handhabung.

Ein Straflennetz wird in der Regel durch einen Graphen représentiert, bei dem die Anzahl der
Kanten |E| nach dem Eulerschen Polyedersatz hochstens dreimal so grof ist wie die Anzahl der
Knoten |V]. Kiirzeste Wege zwischen zwei Knoten v und v kénnen zum Beispiel mit dem Algo-
rithmus von Dijksta berechnet werden, der mit der Zeitkomplexitéit O(|V|*log [V|) arbeitet. Ziel
ist es, Algorithmen zu finden, die die Zeitkomplexitét auf O(|V]) senken. Dies gelingt mit dem
Algorithmus von D’Esopo (siehe Abschnitt 3.1) und mit dem As—Algorithmus (sieche Abschnitt
3.2).

In [Fre76] wird bewiesen, dafl O(n%) Vergleiche ausreichen, um das APSP zu lésen. Er gibt
einen Algorithmus an, der das APSP asymptotisch schneller 16st als die hier beschriebenen
Tripelalgorithmen. Trotzdem sind fiir alle praktischen Anwendungen die Algorithmen von Floyd
und Dantzig iiberlegen, da die Proportionalitdtskonstanten bei Fredmann sehr grof sind.

Der Dijkstra-Algorithmus ist von der Zeitkomplexitét her schneller und benétigt weniger Spei-
cherplatz. Auflerdem kann beim Dijkstra-Algorithmus nicht nur der Wert des kiirzesten Weges,
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sondern auch dessen Verlauf auf einfache Weise bestimmt werden. Bei den Tripelalgorithmen ist
dies wesentlich schwieriger.

Es gibt noch weitere Ansétze, kiirzeste Wege zu berechnen. In [LiT79] wird ein Separatortheorem
vorgestellt, welches Graphen in Teilgraphen zerlegt. Fredman und Tarjan zeigen in [FrT87], wie
dieses Separatortheorem, nach dem ‘Teile und Beherrsche’ Prinzip (devide and conquer) zu
einem Algorithmus der kiirzeste Wege berechnet, ausgeweitet werden kann. Dieser Algorithmus
arbeitet in der Zeit O(n - v/logn). Der Algorithmus findet aber kaum praktische Anwendung,
weil die Konstanten in dieser Ordnung sehr hoch sind [Lew97]. Eine Implementation befindet
sich in [Lan97]
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Anhang B
Beispiele

Beispiel B.1 Um die Begriffe der Anfangs und Endwege zu verdeutlichen, bedienen wir uns
eines Beispiels. Gegeben ist ein Graph (V, E, o, w) mit Wegeverboten P und der Knotenmenge

VYZZU“ 1= 1”9,
der Kantenmenge
E = {e12, €14, €21, €23, €25, €32, €36, €41, €45, €47, €52, €54,

€56, €58, €63, €65, €69, €74, €78, €85, €89, €96 698}7

den Wegeverboten

p1 = (€12, €23, €36, €69, €98) p2 = (€12, €23, €36, €65, €52)
p3 = (6127 €93, €36, €65, 658) bg = (6127 €25, 658)
ps = (€74, €41, €12, €23, €36, €69) D6 = (€36, €69, €98, €87, €74, €41)

und den Inzidenzabbildungen a(e;;) = v; w(e;;) = v;. Die Kanten des Wegeverbotes p; heifien
ff 1= 1, veey |pj|-
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Abbildung B.1 Beispielgraph fiir Anfangs— und Endwege

Damit gilt Fy = {ej2, €36, €74} und die Wegeverbote p1, pa, p3 und py4 bilden eine Wegeverbots-
klasse. {ps} und {p¢} bilden zwei andere Klassen. Nach der Klassenbildung gelten folgende
Bezeichnungen:

pii=pi i=1,..,4 pli=ps pi=pe
Gesucht ist der maximale Anfangsweg von plin P := {pl, p3, pi}. Damit folgt fiir die Abbildung
aga: P — N
aga(py) =3 aga(p3) =3 aga(p;) = 1.

und damit ist Aga(P,p}) := aga(py) = 3 und p} ist dank des kleineren Indexes maximaler
Anfangsweg von vw.

Betrachten wir nun das Wegeverbot ps; und sei P := P\{ps}. Fur p; gilt mit ¢ = 2 und
r = |ps| = 6
o= flfir1<i<r—g

und fiir pg gilt mit ¢ =4 und r = 6:
o= fifir1<i<e

Fiir die anderen Wegeverbote gilt keine derartige Beziehung. Das Wegeverbot p; ist maximaler
Endweg von ps in P. Die Anzahl der gemeinsamen Kanten ist eka(ps,p1) =7 —q = 4.

Die Wegeverbote ps und pg sind gegenseitig Endwege voneinander ohne identisch zu sein.
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Beispiel B.2 Um das Rathausmodell und die Methode der Uberbrijckung von Regionen zu ver-
deutlichen, betrachten wir folgenden Graphen G = (V, E, o, w, 8) mit V := {wy, ..., vg, vg, Up, Ve },
E = {612, €14, €21, €23, €25, €2, €32, €36, €3c; €41, €45, €47, €52, €54, €56, €58, €63, €65, €69, €74, €78,
€7a, €85, €87, €89, €96, €98, €9c; €aT, €h2; €c3, €co }, den Inzidenzabbildungen a(e;;) = v; w(es;) = vj
und der Gewichtsfunktion g(e) =1 fiir alle e € E. Damit kann der Graph auch als ungerichtet
aufgefafit werden.

O

Abbildung B.2 Beispielgraph fir das Rathausmodell und die Methode der Uberbriickung von
Regionen

Sei E := {e;j € E|i,j =1, ..,9}. E ist wegweise zusammenhingend. Mit diesen Definitionen
gilt V; = {1, v4, 05,06, 08}, Vs = {v2,v3,07,09} und V, = 0, B} = E, By = E\F und E3 = 0.
Wir definieren einen neuen Knoten ¢. Der neue Graph G’ = (V', E’,d/,w’) ist dann definiert
durch

V' = (V\V)U {8} = {va, vy, Ve, 0}

E = (E\E) = {€2b, €3¢y €7a5 €9c, €aT, €b25 €c3, 6c9}

mit den Inzidenzabbildungen:

o (e) =0 Wew)=v, d(es)=0 Wiese)=v. (e7a) =7 w'(e74) =104
a(ege) =0 Wwiege) =ve (eqr) =va w(eqr) =0 o (ep2) =vp w(ep) =0
o (ec3) =ve w'(es) =17 o (ecg) =ve W(e) =10
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Sei v, = vg das Rathaus von V, dann ist die Gewichtsfunktion (' ist wie folgt definiert: 3 (ep) =
d(w(ea),vs) = d(vp,v8) = 3 = ['(ew), B'(ear) = B'(era) = 2, B'(ec3) = B'(e3c) = 4 und

ﬁ/(609) - /8/(69()) =2.

/@
()

Abbildung B.3 Beispielgraph nach dem Rathausmodell

Mit diesem Modell wird der kiirzeste Weg zwischen A und C' und zwischen A und B richtig
berechnet. Der kiirzeste Weg von C nach B ist allerdings fehlerbehaftet. Der tatséchliche kiirzeste
Weg e 3, €32, e9p mit Liange 3 ist kiirzer als der errechnete Weg e g, €93, €35, €52, €9y, der die Léange
5 hat. Fiir den Fehler gilt folgende Abschétzung: Sei u,v € U\V dann ist

d (u,v) — d(u,v) < maxd(v,,v) + maxd(v,v,) =2+ 2 = 4.
veV veV

Bei diesem Ansatz werden 8 Knoten und 24 Kanten eingespart.

Wir wollen nun auf diesen Graphen den Ansatz der Uberbriickung von Regionen anwenden.
Dazu bestimmen wir die Randknotenmenge V, = {va, v3,v7,v9} und definieren zwischen diesen
die folgenden 12 neuen Kanten:

b3 = {61)2,1)37 Cva,v75 Cug,v95 Cus, vy Cuz,urs Cus,vgy Cur,vas Cur,usy Cur,vg ) Cug,vas Cug,usy 6U97U7}’

Fiir die Inzidenz gilt o/(ey, ;) = v; und W'(ey, ;) = v;. Fiir die Gewichtsfunktion ergibt sich
B (evy wy) 1= d(v1,v2) also z. B. '(ey;0,) = 3. Der veridnderte Graph hat folgende Form: G’ :=
(VI,E', o, 3", wobei

V' = {vg,v3,v7,v9, Va, Vp, Ve }

und .
E' =E\FUE;

ist. Durch die Uberbriickung von Regionen werden hier 5 Knoten und 12 Kanten eingespart.

Bei entsprechend umfangreicher gewéhlten Gebieten ist die Ersparnis wesentlich grofer.
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ORS¢

Abbildung B.4 Beispielgraph nach Anwendung der Methode der Uberbriickung von Regionen

B.1 Beispiele zur Berechnung kiirzester Wege in Graphen mit
Abbiegeverboten

Beispiel B.3 In diesem Beispiel sollen die kiirzesten Wege von einem Punkt aus in einem
Graphen mit Abbiegeverboten mit der Methode der Kantenaufnahme berechnet werden.

Abbildung B.5 Graph mit Abbiegeverbot, in welchem die kiirzesten Wege mit der Methode der
Kantenaufnahme berechnet werden.
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Sei ein Graph G = (V, E, a,w, #) mit Abbiegeverboten T' gegeben mit
V = {v1,v2,v3,v4, V5,06 }

E = {e12, €1, €23, €25, €26, €32, €34, €43, €45, €52, €54, €62 }
Ble) =1
T = {(e12,€2)}
und den Inzidenzabbildungen «a(e;;) = v; w(eij) = v;.

Als Startknoten soll der Knoten v; gewihlt werden, da von ihm aus das Abbiegeverbot eine
Bedeutung hat. Die Bezeichnungen B(i), N (i) und R(7) seinen analog zum Beispiel 4.3 definiert.

1.Schritt:
B(1) = {ej2} damit gilt, dal alle Kanten welche den Anfangspunkt vy besitzen, und in de-
ren Richtung von ejs aus kein Abbiegevebot besteht, in N(1) aufgenommen werden: N (1) =
{ea1, €23, €95} und damit folgt fiir R(1) = {eas, €32, €34, €43, €45, €52, €54, €62 }. €26 Wird erst nach
5 Schritten in die Nachbarschaftsliste und nach 11 Schritten in den Kiirzeste-Wege-Baum auf-
genommen.

2.Schritt:

Da die Kantengewichte alle gleich sind kénnen beide Elemente aus N (1) nach B(1) aufgenommen
werden. Diese Auswahl ist bei der Berechnung der Lénge der kiirzesten Wege nicht relevant, wohl
aber bei der Streckenfiihrung. Im Zweifelsfall wiahle ich die Kante mit dem niedrigeren Index,
hier eg1. B(2) = {e12,e21}, N(2) = {ea3, €25} und R(2) = R(1). Wiirden wir den Algorithmus
knotenorientiert betrachten, so wiirde in diesem Schritt der Knoten v; zum zweiten und letzten
Mal in den Kiirzeste-Wege-Baum aufgenommen werden.

Die weiteren Schritte laufen analog ab. Nach 12 Schritten ergibt sich folgender Kiirzeste-Wege-
Baum, wobei hier die Kanten wieder durch deren Endknoten repréisentiert werden:
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Abbildung B.6 Der Kiirzeste- Wege-Baum des Graphen aus Beispiel B.5 vom Knoten vi aus.

Der kiirzeste Wegebaum, der mit der Methode der mehrfachen Knotenaufnahme erzeugt wurde,
hat nur 7 Knoten.

Beispiel B.4 Wir werden nun bei einem Graphen mit einem Abbiegeverbot alle kiirzesten Wege
von einem Punkt aus berechnen. Damit das Abbiegeverbot eine Wirkung hat, wahlen wir bei
folgendem Graphen vy als Startknoten.
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Abbildung B.7 Beispielgraph

Sei ein Graph G = (V, E, a,w, #) mit Abbiegeverboten T' gegeben mit
V= {Ula V2, V3, U4}

E = {e12, €21, €23, €24, €32, €12}
Ble) =1
T = {(e12,€23)}
und den Inzidenzabbildungen a(e;;) = v; w(esj) = v;.

Sei B(i) der Kiirzeste-Wege-Baum, N (i) die Nachbarschaftsliste und R(7) die noch aufzuneh-
menden Knoten nach dem Schritt i.

1.Schritt:
B(l) = {1}1} damit gilt N(l) = {’1)2}, R(l) = {1}2,1}3,1}4}.

2.Schritt:
Der einzige Knoten, der in B(2) aufgenommen werden kann, ist vy. Da dies iiber die Kante ejo
geschieht, aus der ein Abbiegeverbot besteht, kann v3 nicht in N(2) aufgenommen werden und

vo muf noch ein weiteres Mal in B(i) aufgenommen werden. B(2) := {v1,v32}, N(2) = {v4},
R(2) = {va, v3, 04}

3.Schritt:

Wie im zweiten Schritt gibt es nur einen Knoten, der in B(3) aufgenommen werden kann. Dies
ist vg. vy wird ein zweites Mal in die Nachbarschaftsliste aufgenommen. B(3) := {v1,v% vy},
N(3) = {v2}, R(3) = {va,v3}.

4.Schritt:

Jetzt wird ve ein zweites Mal in den Kiirzeste-Wege-Baum aufgenommen und zwar iiber die
Kante ego. B(4) := {v1,v4%,v4,v3%}, N(4) = {vs}, R(4) = {v3}.

5.Schritt:
Nur noch w3 ist iibrig, um in den Kiirzeste-Wege-Baum aufgenommen zu werden. B(5) := {vy,
’U%27 Vg, Uéga ’1)3}, N(5) = wv R(5) = 0.
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Der Kiirzeste-Wege-Baum vom Knoten vy aus besitzt also folgende Struktur:

Abbildung B.8 Kiirzester- Wege-Baum

Der kiirzeste Weg von v1 nach vg beinhaltet also ein Wenden an Knoten vy.

Wiirde man die Bedingung, dafl ein Knoten von ein und derselben Kante nicht zwei Mal in
den Kiirzeste-Wege-Baum aufgenommen werden kann, ignorieren so wiirde im Schritt 2 der
Knoten vy ebenfalls in die Nachbarschaftsliste aufgenommen werden, und der dritte Schritt
wiirde folgendermaflen aussehen:

3’.Schritt:

Zwei Knoten konnen in den Kiirzeste-Wege-Baum aufgenommen werden. Da gilt [(ej2) <
d(vi,v9)+ [(ea3), wird dies vg sein. Da dies von der Kante ey geschieht, aus deren Richtung ein
Abbiegeverbot existiert, muf} vs ein weiteres Mal in den Kiirzeste-Wege-Baum aufgenommen wer-
den konnen. Damit ergeben sich die einzelnen Mengen zu B(3) := {v1,v4?,v32}, N(3) = {va,v3},
R(3) = {v2,v3,v4}.

An dieser Stelle befindet sich der Algorithmus in einer Endlosschleife.

Beispiel B.5 Bei diesem Beispiel wird die Methode des Ziehens Neuer Kanten erldutert.
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Abbildung B.9 Beispielgraph an dem die Methode des Ziehens neuer Kanten
erldutert wird

Sei G =V, FE,a,w, B ein Graph mit
V= {/UlulU27/U37/U47/U57/U6}7

E = {e13, €23, €31, €32, €34, €43, €45, €46, €54, €64 },
T= {(6137632), (6347646)}7
Bleij) =1, afes;) = v; und w(e;;) = vj.

Analog zum Algorithmus werden die Kanten aus E mit {fi, ..., fio} bezeichnet (f; = ejsusw.).
Da an den Knoten v; und vy keine Abbiegeverbote existieren gilt G° = G' = G2. Da von der
Kante e;3 = fi aus ein Abbiegeverbot existiert, sind die Graphen H® und H! verschieden. Die
Menge F; = {e34, €31} wird elementweise verdoppelt. Es entstehen die neuen Kanten fi; := €11
und f12 := €14 mit den iiblichen Inzidenzstrukturen und 31(611) = B(e13)+[(es1) =2 31(614) =
B(e1s) + B(ess) = 2 nach Gleichung 4.1. Die Abbiegeverbotsmengen sind T! = {(es4, e46)} und

T} = {(€14, e46)}, da (es4,e46) € T und é14 das verdoppelte Element von egy ist. Die Kante e;3
wird aus dem Graphen entfernt. Da keine weiteren Abbiegeverbote an vs existieren, ist dieser
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Schritt die einzige Verinderung und mit E® = FE\ej3 U {é11,é14} kann der neue Graph G°
dargestellt werden als:

Abbildung B.10 Beispielgraph nach Betrachtung des Knoten vs

Am Knoten vy ist das Abbiegen von der Kante e34 = f5 und von der Kante e14 = fi2 aus ver-
boten. Bei der Konstruktion von H® erhiilt man F5 = {e43, 45} und die verdoppelten Elemente
f13 := €33 und f14 := é35 mit der iiblichen Inzidenz. Fiir die Gewichtung gilt analog zum obigen
Schritt 55(635) = 55(633) — 2 und fiir die verbleibenden Wegeverbote sind 7° = {(e14,€46)}-

Am Knoten v, ist aber auch das Abbiegen von €14 = f12 nach e4g verboten. Beim zwolften Schritt
erhélt man analog zum obigen Schritt Fio = {e3,es45} und damit die gesplitteten Kanten é;3
und &;5 mit den Gewichten 3'2(é13) = 3'2(é15) = 3 und den iiblichen Inzidenzstrukturen. Nach
diesem Schritt besitzt H'? keine Abbiegeverbote mehr und G° kann folgendermaBen dargestellt
werden:
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Abbildung B.11 Beispielgraph G® nach allen Erweiterungen

In diesem Graphen kénnen nun vom Knoten vy aus alle kiirzesten Wege unter Beriicksichtigung
der Abbiegeverbote mit einem beliebigen kiirzeste—Wege—Algorithmus berechnet werden.

Beispiel B.6 Um den Satz 4.3 zu veranschaulichen, betrachten wir folgenden Graphen mit 2
Abbiegeverboten:
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Gegeben ist ein Graph (V, E, a,w) mit Abbiegeverboten T" und der Knotenmenge
V= Vi, 1= 1..6,

der Kantenmenge
E = {e12, ea1, €23, €32, €24, €42, €45, €54, €46, €64 |

den Inzidenzabbildungen a(e;j) = v;, w(ei;) = vj und den Abbiegeverboten
T := {(e32,€21), (€24, €45)}.

Fy ergibt sich zu
Eo = {e32,e24}

Im Fall a wird bei der Erweiterung zuerst die Kante eso, im Fall b zuerst die Kante esy verwendet.

Schritt 1a mit f; = ego:
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Der aus vo erschaffene Knoten v®32 heifle v7. Da (ese2,e12) verboten ist, gilt

N2 = {egy, e3}.

Die neuen Kanten seien
re
E2 = {emn,er3}

mit den Vaterbeziehungen
h®2(e74) = eas  h(er3) = eas.

Da Eqg N N2 +£ () ist, gilt

T1 = {(624, 645)} und damit Tl = {(674, 645)}
Der erweiterte Graph G2 wird also folgendermaflen definiert:
Ve =, i=1.7

€
E®2 = {e1g, €21, €23, €32, €24, €42, €45, €54, €46, €64, €73, €74 }

32 (eij) = Uy
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Wo32 (eij) =; falls (i,7) # (3,2)
w32 (632) = vy

T2 := {(e24, €45), (€74, €45) }

Schritt 2a mit fo = egy:

0 /@
0

\

Der aus vy erschaffene Knoten v?* heife vs. Da (eaq,eq5) verboten ist, gilt

N = {ey9, €46}

Die neuen Kanten sind
E® = {egg, es2}

mit den Vaterbeziehungen
h*(ess) = ess  h™*(es2) = ean

Da EgN Nt = () ist, gilt T' = ()
Somit ergibt sich der erweiterte Graph:

Ve =g, i=1.8
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e
E® = {e12, €91, €23, €32, €24, €42, €45, €54, €46, €64, €T3, €74, €86, €82 }

a“(e;j) = v

w€24 (62]) = Uj falls (27.]) 7é (37 2)7 (274)7 (77 4)
w(e32) = vy w?(egq) = vg
w(e74) = v da e7y = h€3271(€24)

Schritt 1b mit f1 = €94.

()

Der aus vy erschaffene Knoten ve?* heiffe analog zum Schritt 2a vs. Da (€24, e45) verboten ist,
gilt
N = {eq, e46}

Die neuen Kanten sind
E = {egg, es2}

mit den Vaterbeziehungen
h*(egs) = ess h“*(eg2) = eaa.

Da EyN N = () ist gilt T' = ().
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Fiir den erweiterten Graphen gilt also:
Vet =, i=1.6,8
E®* = {e12, €21, €23, €32, €24, €42, €45, €54, €46, €64, €86, €82 }
ot (eij) = V;
w€24(eij) = Uy f(],”S (27.]) 7é (274)

w624(€24) = Vg

Schritt 2b mit f2 = €32’

Der aus vy erschaffene Knoten v®32 heifie analog zum Schritt 1a vy. Da (esa,e12) verboten ist
gilt
N2 = {624, 623} mait w624 (624) = Vg

Die neuen Kanten seien
e
E®2 = {erg,er3}
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mit den Vaterbeziehungen
h%(e78) = eas h?(er3) = eas.

Fiir den erweiterten Graph ergibt sich:
Ve =, i=1.8

E®? = {e12, €21, €23, €32, €24, €42, €45, €54, €46, €64, €74, €78 }
32 (eij) = V;
we32(€ij) = Uj falls (Zaj) 7é (37 2)7 (274)

w? (632) = U7 w2 (624) = Vg

Die erweiterten Graphen aus den Schritten 2a und 2b sind isomorph.

B.2 Beispiele zur Erstellung eines Wegegraphen in Graphen mit
Wegeverboten

Beispiel B.7 Um die Methode der Wegeverdopplung im Abschnitt 5.3 betrachten wir folgendes
Beispiel eines Graphen mit nur einem Wegeverbot.

Gegeben sei G = (V, E, o,w) ein Graph mit den erzeugenden Mengen
Vi={vy,, ...,v3} und E :={ei9,e23,€31},
den Inzidenzabbildungen a(e;;) = v;  w(e;j) = v; und dem Wegeverbot
p = (e12,€23,€31)-

Wir werden G so erweitern, daf} ein von G erzeugter Wegegraph entsteht. Die Verdopplung des
Weges ohne die erste und letzte Kante ergibt

Abbildung B.12 Beispielgraph mit einem Wegeverbot

153



Da im Ausgangsgraphen nur ein Rundlauf moglich ist und endet jeder Weg spétesten beim
zweiten Erreichen des Knotens vsy.

Beispiel B.8 Um die Methode der Wegeverdopplung im Abschnitt 5.3 und die anschlieflende
Verbindung mit dem Ausgangsgraphen (Abschnitt 5.4) zu erldutern betrachten wir folgendes
Beispiel eines Graphen mit nur einem Wegeverbot.

Gegeben sei G = (V, E, o,w) ein Graph mit der Knotenmenge

V = {’Ul, s ...,’Ug},

der Kantenmenge

E = {f127f217f237f327f347f377f437f457f487f547f677f737f767f787f847f87}7

den Inzidenzabbildungen a(fi;) = v; w(fi;) = v; und dem Wegeverbot

p = (e1, -..,eq) = (f12, f23, [34, fag).

Wir werden G in zwei Schritten so erweitern, daf} ein von G erzeugter Wegegraph entsteht. Die
Kanten des Wegeverbotes werden wie im Algorithmus e; genannt.

Schritt 1: Die Wegeverdopplung

Wir werden nun die Kanten und Knoten des Wegeverbotes ohne die jeweils ersten und letzten
Kanten und Knoten verdoppeln. Diese Kanten heiien €? i = 2,3 und werden in der Menge E!
zusammengefaBt. Die Menge aller zum verdoppelten Weg gehdrenden Knoten heifit V7 und ihre
Elemente heifien v! ¢ =1, ..., 3. Damit definieren wir

eb = foy b= fyy V] =vy V) =vy und v} =vy.

Die kanonischen Projektionen bilden die jeweiligen verdoppelten Elemente auf Thre Originale
ab. Es gilt also

I (fos) = fos T(fyw) = faa Mi(ve) =vo I (vy) =vs II(ve) = v4.

Der verdoppelte Weg ist in der folgenden Abbildung fett dargestellt.
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Abbildung B.13 Graph der die Schritte Wegeverdopplung und Verbindung mit dem Ausgangs-
graphen veranschaulicht.

Die Abbildung v ist nur bei mehreren Wegeverboten einer Klasse relevant.
Schritt 2: Die Verbindung mit dem Ausgangsgraphen

Nun wird dieser neue Weg in den Graphen eingebunden. Zuerst wird der Kante fio ein neuer
Endpunkt - der Knoten vy - zugewiesen. Damit kann man vom Knoten vy nicht mehr direkt
zum Knoten vy gelangen. Der neue Weg kann nur iiber die Kante e; = fio erreicht werden.

Von der Kante ez = fo3 des Wegeverbotes aus betrachten wir nun die Menge aller Kanten N¥
iiber die das Wegeverbot von w(e2) = v3 aus verlassen werden kann. Sei f € NY, so gelten fiir
f die Bedingungen (5.7a): a(f) = w(e2) = v3 und (5.7b): f # ez = f34 (da nur ein Wegeverbot
betrachtet wird. Damit ergibt sich

NY = {fs2, far}-

Die Menge N? definieren wir zu jedem e; fiir i = 1, ..., 3 und definieren dann analog zur Gleichung
(5.8) die Menge N

N = {(e1, fo1), (€2, f32), (e2, f3a7), (€3, fa3), (€3, fa5)}

Wenn (e;, f) € N ist, so bedeutet dies, dafi das Wegeverbot p vom Endknoten von e; aus iiber
die Kante f verlassen werden kann. Jedem dieser Kantenpaare wird eine neue Kante zugeordnet.
Diese Kanten werden den verdoppelten Weg mit dem Originalgraphen verbinden.

Diese neuen Kanten heiflen for1, fyo, f37, fas, fo5 mit der Inzidenzstruktur o fi;) = vi, w(fij) =
vj. Im Algorithmus werden diese Kanten in der Menge E? zusammengefafit. Z.B. foq heifit dort
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el a1 da diese Kante von ej(= fi2) erreicht wird und in Richtung der Kante fa; verlduft. Die
Abbildung hsy ist folgendermaflen definiert:

ha(fo1) = halef p,) = far - ha(fare) = ha(eh 1,) = faz  ha(fya) = haley p,.) = far
ho(fus) = ha(el ;) = faz ha(fas) = ha(e ;) = fu5

Die neu erschaffenen Kanten werden in der folgenden Abbildung verstiarkt dargestellt.

(DD

Abbildung B.14 Wegegraph des Beispiels B.8

Mochte man vom Knoten v; zum Knoten vg gelangen, so ist dies durch das Wegeverbot wwv
nicht auf direktem Wege iiber den Knoten v4 moglich. Betrachten wir die Grapherweiterung, so
kann vy nur in Richtung vy verlassen werden. Gehen wir den Weg weiter, so gelangen wir nur zu
neuen Knoten, und laut Konstruktion kann der Knoten vg nicht direkt vom Knoten vy erreicht
werden. Der Weg vy, v9, v3, v7, vg ist weiterhin moglich (siehe auch Satz 5.8).

Die einzige Kante, iiber die der neue Weg vom Ausgangsgraphen aus erreicht werden kann, ist
e1 = fi12. Er kann nur iiber eine Kante von E? wieder verlassen werden.

Beispiel B.9 Dieses Beispiel ist eine Erweiterung des Beispiels B.8 mit zwei Wegeverboten der
gleichen Wegeverbotsklasse. Gegeben sei also der Graph (V, E,«,w) aus Beispiel B.8, wobei
zusétzlich zu dem Wegeverbot p := (f12, fos, f34, fag) das Wegeverbot

/

P = (€, s ey) = (fr2, fo3, f37, frs)
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gelten soll. Thre Reihenfolge sei p,p’. Wir konstruieren wieder einen von G erzeugten Wegegra-
phen. Dazu fiihren wir zuerst den ersten Schritt des Abschnitts 5.3 analog zum Beispiel B.8
durch.

Da die Wegeverbote p und p’ die gemeinsame Anfangskante fij2 haben, gehéren sie zu einer
Wegeverbotsklasse. Weil e3 # e und e; = ¢ fir ¢ = 1,2 gilt, trennen sich die Wegeverbote
nach der Kante fo3. Diesen gemeinsamen Anfangsverlauf der Wegeverbote wollen wir so niitzen,
dafl die ersten gemeinsamen Kanten beider Wegeverbote nur ein Mal gesplittet werden und ein
verdoppelter Restweg von p’ an den verdoppelten Weg von p angehéngt wird.

Trivialerweise gilt, daB P = {p} und damit gilt, daB p maximaler Anfangsweg von p’ ist mit
q = 2 gemeinsamen Kanten. In diesem Schritt splitten wir also nur noch die Kante e5 = f37 zu

e = fy7 und deren Endknoten v7 zu vz und iibernehmen vy, vy und fors aus dem Schritt 1.
Es ergibt sich

EY = {fym} VP ={om}
Der Weg, der von p’ erzeugt wurde, wird in der folgenden Abbildung verstirkt dargestellt.

oNNo.
O
o

Abbildung B.15 Frweiterter Graph nach der Wegeverdopplung von Abschnitt 5.3

Die Verbindung des verdoppelten Weges (Abschnitt 5.4) von p verlduft fast analog zum Beispiel
B.8. Nur die Kante f3; wird nicht verdoppelt, denn p’ ist ein Endweg des Weges (f12, f23, f37),
und somit ist die Bedingung 5.7b nicht mehr erfiillt. Wiederum wird das Wegeverbot p’ erst ab
der Kante ¢4 betrachtet. Damit ergibt sich fiir die in 5.8 definierte Menge:

N = {(e1, fa1), (e2, f32), (€3, f13), (€3, f15) (€5, fr6), (€5, f13)}-
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Insgesamt werden also 6 neue Kanten definiert:

E? = {forn, f32, fu3, fus, frre, frn3}.

Fiir Bijektion hy gilt: ho(fir;) = (%, fij). Die neu erschaffenen Kanten sind in der folgenden
Abbildung verstérkt dargestellt.

Abbildung B.16 FErweiterter Graph nach der Verbindung mit dem Ausgangsgraphen vom Ab-
schnitt 5.4

Beispiel B.10 Um die Vorgehensweise im Abschnitt 5.5 zu erldutern, erweitern wir den Graph
aus Beispiel B.8 um einen Knoten und um ein Wegeverbot. Gegeben ist also ein Graph G =
(V,E, a,w) mit der Knotenmenge

V= Vi, 1= 1..9,

der Kantenmenge

E = {fi2, fo1, f23, f32: f34, f37, fa3, fa5, fag: [54, fe7, fr3, fr6, frs, fas far, foa}s

den Inzidenzabbildungen a(f;;) = v;, w(fi;) = v; — und den verschachtelten Wegeverboten
p=p1= (€1, ..., ea) = (f12, f23, f34, fas) und

P =p2= (€, ....€}) = (fa3, far, frs).
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Abbildung B.17 Beispielgraph mit zwei Wegeverboten, die ineinander beginnen

Zuerst verdoppeln wir den Weg p analog zum Beispiel B.8. Beim Wegeverbot p’ wird nur die
Kante €, = f37 mit ihrem Anfangs- und Endknoten verdoppelt. Es sei

E{)/ = {fg//7//} ‘711)/ = {’1}3//’ U7N}.

Das Wegeverbot p wird fast genau so wie im Beispiel B.8 mit dem Ausgangsgraphen verbun-
den. Die einzige Ausnahme besteht darin, dafl die Kante f37 nicht verdoppelt wird, weil das
Wegeverbot p’ Endweg von (f12 + fas + f37) und dies im Widerspruch zur Bedingung 5.7b steht.

NP = {(€}, f32), (€}, f31), (b, fr6), (¢h, fr3)}

und damit definieren wir die gesplitteten Kanten

E? = {f3”27 f3r4, frre, f7"3}

mit den zugehorigen Bijektionen

ha(finj) == (¥, fij)-

Betrachten wir nun die Erweiterungen aus Abschnitt 5.5. Im Abschnitt 5.4 wurde die Menge
M = {(ea, f37)} definiert, da p’ (maximaler) Endweg von (e, es) + f37 in P ist. Wir definieren

eine neue Kante eg’gl := fg7n, die beide Wegeverbote verbindet. Damit gilt

/

E* = {fyr} und  hg(fyr) = hs(ehh) = (ch, ).

Die im Abschnitt 5.5 definierte Kante wird in der folgenden Abbildung verstérkt dargestellt.
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Abbildung B.18 Wegegraph des Beispielgraphen mit zwei verschachtelten Wegeverboten

Die kanonischen Projektionen sind folgendermaflen definiert:
Ml(vy) =v; =234 T(vpw)=v; i=3,7
e (fos) = foz Welfaar) = faa Te(farm) = far
W (fig) = fig YE(firy) = fij T2(farmn) = for

Der Weg (fo2, fo3, f34, fag) besitzt im Wegegraphen ein Urbild - der Weg (f12, fa3, f37, f7s) da-
gegen nicht, obwohl zuerst die Wegeverbotserweiterung von p betreten wird.

Beispiel B.11 Um den Beweis des Satzes 5.6 besser zu veranschaulichen bedienen wir uns eines
Beispiels. Sei G = (V, E, o,w) mit
V= {v1, ..., vs},

E .= {f127f167f217f237f327f457f547f567f617f657f677f767f787f87}

den Inzidenzabbildungen «a(fi;) = v; w(fij) = v; und den Wegeverboten

p = (f15, f56, fer, f12, f23) 0" = (fas, f56, fe7: fr8)
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Abbildung B.19 Beispielgraph mit zwei Wegeverboten, der selben Aquivalenzklasse

Zuerst betrachten wir die Bearbeitung in der Reihenfolge p,p’ - dies entspricht dem Fall a.

Zuerst verdoppeln wir analog zum Schritt 5.3 das Wegeverbot p ohne erste und letzte Kante.
Die neu erschaffenen Knoten sind

f/(f = {’Uzlj,m Ug,a? ’Ug,a} = {05/,(17 V6’ ,as ’U7/7a}

und die neuen Kanten heiflen
EIf,a = {6120,(17 eg,a} = {f5’6’,a7 f6’7’,a}-

Der maximale Anfangsweg von p’ in P = {p} ist p mit ¢ = 2 gemeinsamen Kanten. Im zweiten
Schritt der Wegeverdopplung miissen also nur die Kanten fg; und fio gesplittet werden. Es
werden folgende neuen Elemente erschaffen: f/f/ = {vir q,v9r o} und Ef:a = {fer17.a, frr27 0}
Jetzt werden die verdoppelten Wege in den Ausgangsgraphen eingebunden. Dazu definieren wir
analog zur Gleichung 5.8 die Menge N,:

No = {(€l, f54), (€5, fo5) (€5, fr6), (65/7 f16), (egla fa1)}-

Die Menge M bleibt in diesem Beispiel leer. Zu jeder Kante aus N, definieren wir analog zum
Abschnitt 5.4 eine neue Kante:

2
Ea = {f5’4,a7 f6’5,a7 f7/6,a7 fl”6,a7 f2”1,a}'

Fiir die Bijektion hg gilt ho(firja) = (%, fij). Der Abschnitt 5.5 entféllt, da M = (. Fiir alle neuen
Kanten gilt die Inzidenzstruktur o(f;;) = vi, w(fij) = v;. Nur der Endknoten von e; = f45 wird
verdindert: w(fi5) = v] = vy 4.
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Abbildung B.20 Wegegraph des Beispielgraphen mit zwei Wegeverboten, mit der Wegeverbots-
reihenfolge p,p’

Wir vertauschen nun die Reihenfolge der Wegeverbote und betrachten zuerst p’ = (f15, f56, f61,
f12) — dies entspricht dem Fall b. Zuerst verdoppeln wir wieder das erste Wegeverbot p’ ohne
erste und letzte Kante. Die neu erschaffenen Elemente sind

~ / / / /
P _ p p p p —
‘/b - {’Uva v27bv ’U37ba U47b} - {U5’,b7 V6’ by V1/,b5 V2! b }

~ ! / / /
Efb = {eé’,b, eé’,b, eibv} = {fs6 0> for1 by frro p}-

Der maximale Anfangsweg von p in P = {p'} ist p’ wieder mit ¢ = 2 gemeinsamen Kanten. Im
zweiten Schritt der Wegeverdopplung wird also nur noch die Kante fe7 gesplittet. Dabei werden
die Elemente der Mengen pr = {v7m 3} und Ef » = 1fer7 v} erschaffen. Die Menge N ergibt sich
zZu

Ny = {(e%, fsa), (€5, Fo5), (&, f16), (€7, Far), (€D, Fro)

die Menge M bleibt wie im Fall a leer. Die zu jedem Kantenpaar aus N definierten neuen
Kanten heiflen .
EE = {fsap, for5.s f116.6) f2r1,00 f776,00 }-

Wie im Fall a gilt fiir die Bijektion ho: ha(fijp) = (x, fij). Fiir fa5 gilt w(fa5) = vzf/ = vy, sonst
ist die Inzidenz a(fi;) = v;, w(fij) = v; definiert.
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Abbildung B.21 Wegegraph des Beispielgraphen mit zwei Wegeverboten mit der Wegeverbots-
reihenfolge p',p

Der gemeinsame Anfangsweg von p und p' ist w = (f45, f56). Die fiir die Definition von g und
gv gebrauchten Mengen sind:

Ezlu,a = {f5’6’,a} E:gu,a - {f5/4,a7 f6’5,a} ‘7;7(1 = {US/,a7U6/,a}

EL,={fvesy E2,="{foap foss} Viy={vs s ves}

Um die Abbildung g zu veranschaulichen wéhlen wir exemplarisch zwei Kanten aus. firg, €
EJ\E,, , und damit gilt:

9(frr6a) = (hQ,b)il(hZ(lz(fl”&a)) Definition von g
= (hap) M((€5 4, f16))  Definition von hy g
= fi6,p Definition von ha

1
f5/6’,a E Ew7a

9(f56.a) (hfyb)*l(hzia(fg,/@’a)) Definition von g
Y )~ (f56) nach Gleichung 5.1
=eb = fyep nach Gleichung 5.1.
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Anhang C

Programmlistings

C.1 Das Programmlisting von KnSplit

program Knotensplitting;

const unendlich = 30000;
sVerbote =’Verbote:’;
sNeuerKnotenNr=’Neuer Knoten Nr.’;

type rVerbot = record
VonKa :integer;
UeberKn:word;
NachKa :integer;
end; (* record *)
rVerbotsListe = record
Verbot:rVerbot;
p:Pointer;
end; (* record *)
pVerbotsliste ="rVerbotsliste;
rKante = record
VonKn :word;
UeberKa:integer;
NachKn :word;
KaIn_EO:boolean;
Entf :real;
0ldVonKn, 0ldNachKn:word;
end; (* record *)
rKantenlListe = record
Kante:rKante;
p:Pointer;
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end; (* record *)
pKantenlListe  ="rKantenliste;

var AnzKnoten: word;
AnzKantenGesplittet:longint;
DInt : Integer;
DStr : String;
pStartVerbot, pEndeVerbot: pVerbotsliste;
pStartKante, pEndeKante : pKantenliste;

(* Erweitertes Pascal x*)

function BlancCut(S:String):String;
var i:byte;
Erg:string;
begin
Erg:=’7;
for i:=1 to length(s) do if s[i]<>’ ’ then Erg:=Erg+s[i];
BlancCut:=Erg;
end;

function WordCut(var S:String):String;
var i:byte;

Erg:string;
begin
Erg:=’’; WordCut:=’’;

if BlancCut(s)=’’ then exit;
while s[1]=’ ’do s:=copy(s,2,length(s)-1);
if s=’’ then exit;
s:=s+’ 7,
for i:=1 to length(s) do
if s[i]l<>’ °’ then Erg:=Erg+s[i]
else begin
s:=copy(s,length(Erg)+1,Length(s)-Length(Erg)) ;
WordCut:=Erg;
exit;
end;
end;

function ValueNaechsteZahl(var S:String):longint;
var t:string; Fehler:integer; Erg:longint;
begin Erg:=0;

t:=WordCut(s); val(t,Erg,Fehler);

If Fehler>0 then writeln(#7+’Zahl erwartet’);
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ValueNaechsteZahl:=Erg;
end;

(* Listentechnik *)

procedure ErschaffeNeuesVerbotsElement(var Pt:pVerbotsliste);
begin New(Pt);

Pt~ .Verbot.VonKa:=0;

Pt~ .Verbot.UeberKn:=0;

Pt~ .Verbot.NachKa:=0;

Pt~.P:=Nil;
end;

procedure SetVerbot(Verbot:rVerbot);

var Pt:pVerbotsliste;

begin ErschaffeNeuesVerbotsElement (Pt);
Pt~ .Verbot:=Verbot;
if pStartVerbot=Nil then pStartVerbot:=Pt else pEndeVerbot~.P:=Pt;
pEndeVerbot:=Pt;

end;

function IsVerboten(VonKa,NachKa:integer) :boolean;
var pAktVerbot: pVerbotsliste;
begin IsVerboten:=false;
pAktVerbot:=pStartVerbot;
while pAktVerbot<>Nil do begin
if (pAktVerbot~”.Verbot.VonKa =VonKa) and
(pAktVerbot~.Verbot.NachKa=NachKa) then begin
IsVerboten:=true; exit; end;
pAktVerbot:=pAktVerbot~™.P;
end;
end;

procedure ErschaffeNeueKante(var Pt:pKantenListe);
begin New(Pt);
Pt~ .Kante.VonKn:=0;
Pt~ .Kante.UeberKa:=0;
Pt~ .Kante.NachKn:=0;
Pt~ .Kante.KaIn_EO:=false;
Pt~ .Kante.Entf:=unendlich;
Pt~ .Kante.01ldVonKn:=0;
Pt~ .Kante.0ldNachKn:=0;
Pt~ .P:=Nil;
end;
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procedure SetKante(Kante:rKante);

var Pt:pKantenliste;

begin ErschaffeNeueKante(Pt);
Pt~ .Kante:=Kante;
if pStartKante=Nil then pStartKante:=Pt else pEndeKante™.P:=Pt;
pEndeKante:=Pt;

end;

function GetOriginalNummer (KnNr:word) :word;
var pAktKante:pKantenliste;
begin GetOriginalNummer:=KnNr; pAktKante:=pStartKante;
while pAktKante<>Nil do begin
if KnNr=pAktKante™.Kante.VonKn then begin
if KnNr<>pAktKante”.Kante.0ldVonKn then begin
GetOriginalNummer:=pAktKante”.Kante.0ldVonKn; exit;
end;
end;
pAktKante:=pAktKante”.P;
end;
end;

(* Datei-Operationen *)

procedure GraphMitVerbotenEinlesen(DateiName:string) ;
var Gelesen:String;
DateilNr:text;
bVerbote:boolean;
Kante:rKante;
Verbot:rVerbot;
begin
assign(DateiNr,DateiName); reset(DateilNr); bVerbote:=false;
Kante.Kaln_EO:=false;
repeat
readln(DateiNr,Gelesen);
if copy(Gelesen,1,length(sNeuerKnotenNr)) =sNeuerKnotenNr then begin
inc (AnzKnoten) ;
end else if copy(Gelesen,l,length(sVerbote)) =sVerbote then begin
bVerbote:=true;
end else if not bVerbote then begin

Kante.VonKn := AnzKnoten;
Kante.NachKn :=ValueNaechsteZahl (Gelesen) ;
Kante.UeberKa :=ValueNaechsteZahl (Gelesen);

Gelesen:=WordCut (Gelesen); Val(Gelesen,Kante.Entf,DInt);
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Kante.0ldVonKn :=Kante.VonKn;
Kante.0ldNachKn :=Kante.NachKn;
SetKante(Kante) ;
end else if bVerbote then begin
Verbot.VonKa :=ValueNaechsteZahl(Gelesen);
Verbot.UeberKn:=ValueNaechsteZahl (Gelesen) ;
Verbot.NachKa :=ValueNaechsteZahl (Gelesen);
SetVerbot (Verbot) ;
end;
until eof (DateilNr);
Close(DateiNr) ;
end;

procedure GraphOhneVerboteSpeichern(DateiName:string) ;
var DateilNr:text;

Schreibe:string;

pAktKante: pKantenliste;

KnNrVon,01ldKnNrVon:Longint;

begin
assign(DateiNr,DateiName); rewrite(DateiNr) ;
for KnNrVon:=1 to AnzKnoten do begin
pAktKante:=pStartKante;

Str (KnNrVon,Schreibe) ;

01dKnNrVon:=GetOriginalNummer (KnNrVon) ;

If 01dKnNrVon<>KnNrVon then begin
Schreibe:=Schreibe+’ gesplittet von ’;
Str(01dKnNrVon,DStr); Schreibe:=Schreibe+DStr;

end;

writeln(DateiNr,sNeuerKnotenNr+Schreibe) ;

while pAktKante<>Nil do begin
if (KnNrVon=pAktKante~.Kante.VonKn) then begin

Str(pAktKante” .Kante.NachKn, Schreibe);
Str(pAktKante”.Kante.UeberKa,DStr) ; Schreibe:=Schreibe+’
Str(pAktKante” .Kante.Entf:10:2,DStr); Schreibe:=Schreibe+’
writeln(DateiNr,Schreibe);
end;
pAktKante:=pAktKante”.P;
end;
end;
Close(DateiNr) ;
end;

(* Algorithmus *)
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procedure Create_Menge_EO_und_splitte_Knoten;
var pAktVerbot: pVerbotsliste; pAktKante: pKantenliste;
begin
pAktKante :=pStartKante;
while pAktKante<>Nil do begin
pAktVerbot:=pStartVerbot;
while pAktVerbot<>Nil do begin
if pAktKante”.Kante.UeberKa=pAktVerbot~.Verbot.VonKa then begin
pAktKante” .Kante.Kaln_EO:=true;
Inc(AnzKnoten);
pAktKante~”.Kante.NachKn:=AnzKnoten; (* Knotensplitting *)
pAktVerbot:=pEndeVerbot;

end;
pAktVerbot:=pAktVerbot~.p;
end;
pAktKante:=pAktKante” .p;
end;

end;

procedure splitte_Kanten;
var pAktVerbot: pVerbotsliste; pAktKanteVon,pAktKanteNach: pKantenliste;
Kante:rKante;
begin
pAktKanteVon:=pStartKante;
while pAktKanteVon<>Nil do begin
pAktKanteNach:=pStartKante;
if pAktKanteVon~.Kante.KalIn_EO then begin
while pAktKanteNach<>Nil do begin
if (pAktKanteVon~.Kante.0ldNachKn=pAktKanteNach~.Kante.VonKn) then
begin if not IsVerboten(pAktKanteVon ~.Kante.UeberKa,
pAktKanteNach”.Kante.UeberKa) then begin
Kante:=pAktKanteNach”.Kante; (* Kantensplitting *)
Kante.VonKn:=pAktKanteVon~.Kante.NachKn;
Kante.KaIn_EO:=false;
SetKante (Kante) ;
inc(anzKantenGesplittet) ;
end;
end;
pAktKanteNach:=pAktKanteNach”.p;
end;
end;
pAktKanteVon:=pAktKanteVon~.p;
end;
end;

169



(* Initialisierung *)

procedure init;

var i:word;

begin
pStartVerbot:=Nil; pEndeVerbot:=Nil;
pStartKante:=Nil; pEndeKante:=Nil;
AnzKnoten:= O0; AnzKantenGesplittet:=0;

end;

procedure uninit;
begin
pEndeVerbot:=pStartVerbot;
while pStartVerbot<>Nil do begin
pEndeVerbot:=pStartVerbot”.P; Dispose(pStartverbot);
pStartVerbot:=pEndeVerbot;
end;
pEndeKante:=pStartKante;
while pStartKante<>Nil do begin
pEndeKante:=pStartKante”.P; Dispose(pStartKante);
pStartKante:=pEndeKante;
end;
end;

begin
init;
GraphMitVerbotenEinlesen(’StadtDat\Graph7.dat’) ;
Create_Menge_EO_und_splitte_Knoten;
splitte_Kanten;
GraphOhneVerboteSpeichern(’StadtDat\ErwGra7.dat’) ;
uninit;

end.

C.2 Das Programmlisting von Dijkstra

program DijkstraAlgorithmus;

uses declare;

type tKosten = real;
tMatrix = array[l..MaxKnoten,l..MaxKnoten] of tKosten;
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rListe = record
KnNr:word;
KaNr:word;
Entf:tKosten; (* Kosten *)
P :pointer;
end; (* record *)
pListe="rListe;
tListe = array[l..MaxKnoten] of pListe;
rBaum = record
Vg:word;
Kn:tKosten; (* Kosten *)
end; (* record *)
tBaum = array[l..MaxKnoten] of rBaum;

var Dist : tlListe;
Baum : tBaum;
AnzKnoten: word;
DateiNr : text;

procedure NeueListe(var Pt:pListe);
begin New(Pt); Pt~ .KnNr:=0; Pt~ .KaNr:=0; Pt~ .Entf:=unendlich; Pt~.P:=Nil; end;

procedure NeuNachbar (KnNr:word) ;
var Pt,PtNeu:pListe;

begin
Pt:= Dist [KnNr];
repeat

if Baum[Pt~.KnNr].Vg =NoNbar then Baum[Pt~.KnNr].Vg:= Nbar;
PtNeu:=Pt; Pt:=PtNeu”.P;
until (Pt =nil);
end;

procedure BaumErweitern;
var Kandidat, Vorgaenger, i:word;
Minimum :real;
Pt,PtNeu:pListe;
begin
Minimum:=unendlich; Kandidat:=0; Vorgaenger:=0;
for i:= 1 to AnzKnoten do begin
if Baum[i].Vg = Nbar then begin
Pt:=Dist[i];
repeat
if not(Baum[Pt~.KnNr].Vg =Nbar) and
not (Baum [Pt~ .KnNr] .Vg =NoNbar) then begin
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if Pt~ .Entf+Baum[Pt~.KnNr] .Kn< Minimum then begin
Kandidat:= i; Vorgaenger:= Pt~ .KnNr;
Minimum:= Pt~ .Entf+Baum[Pt~.KnNr] .Kn;
end;
end;
PtNeu:= Pt; Pt:= PtNeu~.P;
until (Pt =Nil);
end;
end;
if Kandidat =0 then exit;
Baum[Kandidat] .Vg:= Vorgaenger;
Baum[Kandidat] .Kn:= Minimum;
NeuNachbar (Kandidat) ;
end;

procedure ListeEinlesen(DateiName:string; var aliste:tListe; var AnzElem:word);
var i,KnotenNr,KantenNr:word;
t,s:string;
Entfernung:tKosten;
Fehler:integer;
DateiNr:text;
PtAlt,PtNeu,Pt:pliste;
bVerbote:boolean;
begin
assign(DateiNr,DateiName); reset(DateilNr);
i:=0; bVerbote:=false;
repeat
readln(DateilNr,s);
if copy(s,1,length(sNeuerKnotenNr)) =sNeuerKnotenNr then begin
inc(i); NeueListe(Pt); alListel[i] :=Pt;
if i>0 then begin Dispose(PtAlt~.P); PtAlt~.P:=NIL; end;
end else if copy(s,1,length(sVerbote)) =sVerbote then begin
bVerbote:=true;
end else if not bVerbote then begin
t:=WordCut(s); val(t,KnotenNr,Fehler);
if Fehler >0 then write(#7);
t:=WordCut(s); val(t,KantenNr,Fehler);
if Fehler >0 then write(#7);
t:=WordCut(s); val(t,Entfernung,Fehler);
if Fehler >0 then write(#7);
If Entfernung < Unendlich then begin
Pt~ .KnNr:=KnotenNr;
Pt~ .KaNr:=KantenlNr;
Pt~ .Entf:=Entfernung;
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NeueListe(PtNeu); Pt~ .P:=PtNeu; PtAlt:=Pt; Pt:=PtNeu;
end;
end;
until eof (DateilNr);
Dispose(PtAlt~.P);
PtAlt~.P:=NIL;

Close(DateilNr) ;
AnzElem:=i;
end;

procedure BaumSpeichern(StartKnotenNr:word);
var i,j:word;
Erg,s:string;
begin
str(StartKnotenNr,s);
writeln(DateiNr,sNeuerKnotenNr+s) ;
for i:=1 to AnzKnoten do begin
str(i,Erg);
if Baum[i] .Vg = NoNbar then begin
Erg:=’Knoten Nr ’+Erg+’ im Baum nicht erreichbar’;
end else begin
ji=1i;
while (Baum[j].Vg <>Wurzel) and (j <>0) do begin
Str(Baum[j].Vg,s);
Erg:=Erg+’ ’+s;
j:=Baum[j].Vg;
end;
Str(Baum[i] .Kn:10:2,s);
Erg:=Erg+’ ’+sEntfernung+s;
if j=0 then begin

i:=i;
end;
end;
writeln(DateilNr,Erg);
end;

end;

procedure SetStartKnoten(Nummer:word) ;
var i,j:word;
begin
Baum [Nummer] .Vg:= Wurzel;
Baum [Nummer] .Kn:= 0;
NeuNachbar (Nummer) ;
end;
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procedure ClearBaum;
var i:word;
begin
for i:=1 to MaxKnoten do begin

Baum[i] .Vg:= NoNbar; Baum[i] .Kn:= unendlich;

end;
end;

procedure init;
var i:word;

begin
ClearBaum;
for i:=1 to MaxKnoten do Dist[i]:=
AnzKnoten:= O0;

end;

var i,Wrzl:word;
begin
init;

Nil;

ListeEinlesen(Pfad+fnGraph+getFileCodeNr+spDat,Dist,AnzKnoten) ;
assign(DateiNr,Pfad+fnAlg+getFileCodeNr+’P’+spDat); rewrite(DateilNr) ;

for Wrzl:=1 to AnzKnoten do begin

ClearBaum;
SetStartKnoten(Wrzl) ;

for i:=1 to AnzKnoten-1 do begin

BaumErweitern;
end;
BaumSpeichern(Wrzl) ;

end;
Close(DateilNr);
end.

C.3 Das Programmlisting von Grapherstellen

unit GraphErstellen; (* Zusammenschlieen der Kanten zu einem Graph *)

interface

uses Klasse, K1Disk, DatDisk, Bilder, Declare, crt, graph, Verbot, Ellipsen,

VGAMode;
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procedure MakeKnoten;
procedure GraphBauen;

implementation

function GetKnotenNr(X,Y:real; var ErgKn:rKnoten) :word;
var KnNr, Erg:word;
Abstand, Minimum:real;
sl,s2:String;
var Knoten:rKnoten;
begin GetKnotenNr:=1; Minimum:=10E37; Erg:=0;
for KnNr:=1 to GetAnzKnoten do begin
GetKnDisk (KnNr,Knoten) ;
Abstand:=Abst (Knoten.X,Knoten.Y,X,Y);
if (Abstand <epsKreuz) and (Abstand <Minimum) then begin
Minimum:=Abstand; Erg:=KnNr; ErgKn:=Knoten;
end;
end;
if (Erg =0) then begin
Str(x:7:2,81); Str(y:7:2,82);
FehlerAusg(’Punkt ’+S1+’ ’+32+’ keinem Knoten zuzuordnen!’);
end else GetKnotenNr:=Erg;
end;

function IsStartKn(KnNr:word; Id:rId):boolean;
var Antw:byte;
DistS, DistE:real;
S51,S2:String;
Strasse:rStrasse;
var Knoten:rKnoten;
begin
GetKnDisk (KnNr,Knoten) ;
GetStrasse(Strasse,id);
Antw:=0; Str(Strasse.Id.Name,S1); Str(KnNr,S2);

DistS:=Abst(Knoten.X, Knoten.Y,
Strasse.StartX, Strasse.StartY);
DistE:=Abst(Knoten.X, Knoten.Y,

Strasse.EndeX, Strasse.EndeY);
if (DistS <epsKreuz) then Antw:=1;
if (DistE <epsKreuz) then begin
if (Antw<>1) or (DistS >DistE) then begin
if bKurzStr then Antw:=2
else FehlerAusg(’Strasse Nr ’+S1+’ hat gemeinsamen Start und Ziel’);
end;
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end;
case Antw of
0 : FehlerAusg(’Strasse ’+S1+’ hat Knoten ’+S2+’ nicht als Endpunkt’);
1 : IsStartKn:=true;
2 : IsStartKn:=false;
end; (* case *)
end;

procedure GetEndKnotenNummer (Id:rId; var KnNrl,KnNr2:word);
var KnNr :array[l..3] of word;
KaNr : word;
X,Y : real;
i : byte;
AusgStr,s:string;
Strasse:rStrasse;
var Knoten:arrayl[1l..3] of rKnoten;
begin (* Testbetreib von Changegraph *)
KnNr1:=0; KnNr2:=0;
GetStrasse(Strasse,Id);
if (Strasse.Typ =sFehlstr) then exit;
for i:=1 to 3 do begin Knoten[i].X:=unendlich; Knoten[i].Y:=unendlich; end;
for i:=1 to 2 do begin KnNr[i]:=0;
if i=1 then begin X:=Strasse.StartX; Y:=Strasse.StartY; end
else begin X:=Strasse.EndeX; Y:=Strasse.EndeY; end;
for KnNr[3]:=1 to getAnzKnoten do begin
GetKnDisk (KnNr [3] ,Knoten[3]);
if Abst(Knoten[3].X,Knoten[3].Y,X,Y) <epsKreuz then begin
if (XnNr[i] <>0) then begin
if not bKurzStr then begin
AusgStr:=’Kante ’; Str(Id.Name,s); AusgStr:=AusgStr+s;
AusgStr:=AusgStr+’ ist Knoten ’; Str(KnNr[3],s);
AusgStr:=AusgStr+s;
AusgStr:=AusgStr+’ und Knoten ’; Str(KnNr[il,s);
AusgStr:=AusgStr+s;
AusgStr:=AusgStr+’ zugeordnet!’;
FehlerAusg(AusgStr) ;
end else begin
if i=1 then begin
if Abst(Knoten[3].X,Knoten[3].Y,X,Y) <
Abst (Knoten[1] .X,Knoten[1].Y,X,Y) then begin
KnNr[1] :=KnNr[3]; Knoten[1] :=Knoten[3]; end
end else begin
if Abst(Knoten[1].X,Knoten[1].Y,X,Y) <
Abst (Knoten[2] .X,Knoten[2].Y,X,Y) then begin
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KnNr[1] :=KnNr[2]; Knoten[1] :=Knoten[2];
KnNr[2] :=KnNr [3]; Knoten[2] :=Knoten[3]; end;
end;
end;
end else begin
KnNr[i] :=KnNr[3];
Knoten[i] :=Knoten[3];
end;
end;
end;
end;
if IsStartKn(KnNr[1],Strasse.Id) then begin KnNrl:=KnNr[1];
KnNr2:=KnNr[2]; end
else begin KnNr2:=KnNr[1];
KnNr1:=KnNr[2]; end;
end;

function GetStartKnotenNummer (Id:rId) :word;
var KnNril,KnNr2,KaNr:word;
Strasse:rStrasse;
Knotenl,Knoten2:rKnoten;
begin
GetStrasse(Strasse,Id);
GetEndKnotenNummer (Strasse.Id,KnNri1,KnNr2);
GetKnDisk (KnNri1,Knotenl); GetKnDisk (KnNr2,Knoten2);
if Sqr(Knotenl.X-Strasse.StartX)+
Sqr(Knotenl.Y-Strasse.StartY) <Sqr(epsKreuz) then
GetStartKnotenNummer :=KnNrl else
if Sqr(Knoten2.X-Strasse.StartX)+
Sqr (Knoten2.Y-Strasse.StartY) <Sqr(epsKreuz) then
GetStartKnotenNummer:=KnNr2 else FehlerAusg(’PF in GetStartKnotenNummer’);
end;

procedure MakeFehlerEllipsen;
var KI1INr,KnNr,KnNrMin:word;

Minimum,X,Y,rl :real;

i :byte;

KnZuOrd:array[1..250,1..2] of Word; (* ehemals MaxKlassen *)
s:string;

Strasse:rStrasse;
Knoten:rKnoten;
Id:rId;
begin
SetStatus(’ Die Fehlerellipsen werden errechnet ... ’);
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for K1Nr:=1 to getAnzStr do for i:=1 to 2 do KnZuOrd[K1Nr,i]:=0;
for KnNr:=1 to GetAnzKnoten do begin
for KINr:=1 to GetAnzStr do begin Id:=NI1Id; Id.Nummer:=KINr;
GetStrasse(Strasse,Id);
if ((Strasse.Typ<>sFehlStr) (* and (Strasse.pStart<>NIL)*)) then
begin
for i:=1 to 2 do begin Minimum:=unendlich;
if i=1 then begin X:=Strasse.StartX; Y:=Strasse.StartY; end
else begin X:=Strasse.EndeX; Y:=Strasse.EndeY; end;
for KnNr:=1 to GetAnzKnoten do begin GetKnDisk(KnNr,Knoten);
if Abst(Knoten.X,Knoten.Y,X,Y)<epsKreuz then begin
if (KnZuOrd[K1Nr,i]<>0) then begin Str(K1Nr,s);
if not bKurzStr then (* Programm-Fehler x)
Fehlerausg(’Kante Nr ’+s+’ ist zwei Knoten zugeordnet’)
else begin
end;
end; (* Summe der Fehlerquadrate *)
KnZuOrd [K1Nr,i] :=KnNr;
Knoten.E11X:=Knoten.E11X+Sqr (X-Knoten.X);
Knoten.E11lY:=Knoten.E11Y+Sqr(Y-Knoten.Y);
Knoten.E11XY:=Knoten.E11XY+(X-Knoten.X)*(Y-Knoten.Y) ;
SetKnDisk (KnNr,Knoten) ;
end;
end;
end;
end;
end;
end;
for KINr:=1 to GetAnzStr do begin Id:=NI1Id; Id.Nummer:=KINr;
GetStrasse(Strasse,Id);
if ((Strasse.Typ<>sFehlStr) (x and (Strasse.pStart<>NIL)*)) then begin
str (K1Nr,S);
if KnZuOrd[K1Nr,1] =0 then
FehlerAusg(’Strasse Nr ’+s+’ hat keinen Startknoten’);
if KnZuOrd[K1Nr,2] =0 then
FehlerAusg(’Strasse Nr ’+s+’ hat keinen Endknoten’);
if (KnZuOrd[K1Nr,1] =KnZuOrd[K1Nr,2]) and not bKurzStr then

FehlerAusg(’Strasse Nr ’+s+’ hat den gleichen Start und Endknoten’);

end;
end;
RemStatus;
end;

procedure AddKn(KnNr:word; X,Y:real);
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var Knoten:rKnoten;
begin
if (KnNr =NoName) then begin
Knoten.X:= X; Knoten.Y:= Y; Knoten.Anz:= 1; Knoten.pEnde:=Nil;
Knoten.E11X:=0; Knoten.E11lY:=0; Knoten.E11XY:=0; Knoten.pStart:=NIl;
end else begin GetKnDisk(KnNr,KNoten);
Knoten.X:= (Knoten.Anz * Knoten.X + X)/(Knoten.Anz + 1);
Knoten.Y:= (Knoten.Anz * Knoten.Y + Y)/(Knoten.Anz + 1);
inc(Knoten.Anz) ;
end;
SetKnDisk (KnNr,Knoten) ;
end;

procedure MakeKnoten;
const NewKn=0;
var K1Nr,KnNr,KnNrMin,KnNrSec,KnNrAlt:word;
Abstand,Minimum,MinSec,X,Y :real;
i:byte; Strasse:rStrasse; Knoten:rKnoten;
begin
SetStatus(’ Es werden die Straenknoten errechnet ... ’);
InitKnoten;
for KINr:=1 to getAnzStr do begin
GetStrDisk(K1Nr,Strasse);
if ((Strasse.Typ<>sFehlStr) or not IsStatDisk(K1Nr,statVern)) then
begin
KnNrAlt:=0;
for i:=1 to 2 do begin Minimum:=unendlich; MinSec:=unendlich;
if i=1 then begin X:=Strasse.StartX; Y:=Strasse.StartY; end
else begin X:=Strasse.EndeX; Y:=Strasse.EndeY; end;
for KnNr:=1 to getAnzKnoten do begin GetKnDisk(KnNr,Knoten);
(* Suche auch den Knoten mit dem zweitgeringsten Abstand. Nur wenn dieser
nicht im Kreuzungsbereich ist, wird eine neue Kreuzung erschaffen. *)
Abstand:=Abst (Knoten.X,Knoten.Y,X,Y);
if Abstand <MinSec then begin
if Abstand <Minimum then begin
MinSec:=Minimum; Minimum:=Abstand;
KnNrSec:=KnNrMin; KnNrMin:=KnNr;
end else begin
MinSec:=Abstand; KnNrSec:=KnNr;
end;
end;
end; (x for *)
if (Minimum <epsKreuz) then begin GetKNDisk(KnNrMin,Knoten);
if (i =1) and (Abst(Knoten.X,Knoten.Y,
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Strasse.EndeX, Strasse.EndeY) <Minimum) then begin
AddKn (KnNrMin, Strasse.EndeX, Strasse.EndeY);
if (MinSec <epsKreuz) then AddKn(KnNrSec, X, Y)
else AddKn(NewKn, X, Y);
i:=2;
end else if (i =2) and (Abst(Knoten.X,Knoten.Y,
Strasse.StartX, Strasse.StartY) <Minimum) then begin
if (MinSec <epsKreuz) then AddKn(KnNrSec, X, Y)
else AddKn(NewKn, X, Y);
end else
AddKn (KnNrMin,X,Y) ;
end else
AddKn (NewKn,X,Y);
end; (x for i *)
end;
end;
RemStatus;
MakeFehlerEllipsen;
end;

procedure KanteSpeichern(KnNrl,KnNr2:word; KantenNa:integer; dist:real);
var hp : pKante; Knoten:rKnoten;
begin GetKnDisk(KnNrl,Knoten);
if IsVerboten(KantenNa,0,’E’) then exit;
New (hp) ;
if Knoten.pEnde=Nil then begin (* Erste Kante *)
Knoten.pStart:=hp;
Knoten.pEnde :=hp;
end else begin
Knoten.pEnde™.P:=hp;
hp:=Knoten.pEnde;
Knoten.pEnde:=hp~.P;
end;
Knoten.pEnde” .KnNr:=KnNr2;
Knoten.pEnde™.dist:=dist;
Knoten.pEnde~ .KaNr:=KantenNa;
Knoten.pEnde™ .P:=Nil;
SetKNDisk (KnNr1,Knoten) ;
end;

procedure GraphSpeichern;

procedure SaveGraph(var DateilNr:text);
var KnNr:word;
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S,Erg:String;

Pt,hp:pKante;

Knoten:rKNoten;

begin
for KnNr:=1 to getAnzKnoten do begin

if KnNr=13 then
XX !=XX;

Str (KnNr,S); GetKnDisk(KnNr,KNoten);

writeLn(DateiNr,sNeuerKnotenNr+s) ;

Pt:=Knoten.pStart;

while Pt <>Nil do begin
Str(pt~.KnNr,S);
Erg:=StrAuff (S,Reallen);
Str(pt~.KaNr,S);
Erg:=Erg+StrAuff (S,Reallen);
S:=NormStr(pt~.Dist);
Erg:=Erg+StrAuff (S,Reallen);
writeln(DateiNr,Erg);
hp:=Pt~.P; Pt:=hp;

end;

end;
end;

var DateilNr:text;
SchrFil:String;
begin
SchrFil:=Pfad+fnGraph+getFileCodeNr+spDat;
if bGraphikAusg then SetStatus(’Abspeichern von ’+SchrFil)
else writeln (’Abspeichern von ’+SchrFil);
assign(DateiNr,SchrFil); rewrite(DateilNr);
SaveGraph(DateilNr) ;
SaveVerboteAlt (DateilNr);
Close(DateilNr) ;
if bGraphikAusg then RemStatus;
end;

procedure GraphBauen;

var KINr:integer;
KnNri1,KnNr2:word;
Dist:real;
Pt,hp:pKlElem;
s,AusgStr :string;
Strasse:rStrasse;
Knotenl,KNoten2:rKNoten;
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Id:rId;
begin
AusgStr:=’ Kante Nr: ’;
for KINr:=1 to GetAnzStr do begin Id:=NilId; Id.Nummer:=KI1Nr;
GetStrasse(Strasse,Id);
if ((Strasse.Typ<>sFehlStr) and not (IsStat(Id,StatVern))) then begin
str (K1Nr,s);
if bGraphikAusg then SetTest(AusgStr+s)
else begin gotoxy(1l,whereY); write(AusgStr+s+’ ’); end;
Pt:=Strasse.pStart;
KnNr1:=GetKnotenNr (Strasse.StartX,Strasse.StartY,Knotenl);
KnNr2:=GetKnotenNr (Strasse.EndeX, Strasse.EndeY, Knoten2);
if (KnNrl <>KnNr2) or true then begin
Dist:=Sqrt(Sqr(Knotenl.X-Strasse.StartX)+
Sqr (Knotenl.Y-Strasse.StartY))+
Sqrt (Sqr (Knoten2.X-Strasse.EndeX)+
Sqr (Knoten2.Y-Strasse.EndeY));
while Pt <>Nil do begin
Dist:=Dist+sqrt(Sqr(Pt~.diffX)+Sqr(Pt~.diffY));
hp:=Pt~.P; Pt:=hp;
end;
if IsStartKn(KnNril,Strasse.Id) then begin
KanteSpeichern(KnNrl,KnNr2,-Strasse.Id.Name,Dist);
KanteSpeichern(KnNr2,KnNrl, Strasse.Id.Name,Dist);
end else begin
KanteSpeichern(KnNrl,KnNr2, Strasse.Id.Name,Dist);
KanteSpeichern(KnNr2,KnNrl,-Strasse.Id.Name,Dist);
end;
end;
end;
end;
if bGraphikAusg then RemTest else writeln;
GraphSpeichern;
end;

begin (*
An dieser Stelle moechte ich meinen Lehrern danken, die mich bis zur
Promotion begleitet haben und welchen ich viel verdanke. Speziell sind dies:
Claus Hewig (JKG), Dr. Andreas Pechtl (Vorstudium),
Dr. Axel Pelster (Hauptstudium), Prof. Herman Schaal (Diplomvater)
und Juergen Michelfelder (Programmierung). *)

end.
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