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Bemerkungen zu Linearisierungen in der Ausgleichungsrechnung
von K. Linkwitz, Stuttgart

Zusammenfassung

Einige grundlegende Prinzipien fir Linearisierungen in der Ausgleichungs-
rechnung werden genannt und interpretiert. SchlieBlich wird ein neues Ite-
rationsverfahren zur strengen Losung der nichtlinearen bedingten Ausglei-
chung hergeleitet und mit einem Zahlenbeispiel erldutert.

1. Einleitung

Innerhalb der Geoddsieausbildung der Universitdt Stuttgart haben Fritz
Ackermann und ich seit 1966 im Wechsel die Lehrveranstaltungen der Aus-
gleichungsrechnung vertreten. Bei unterschiedlichen Interessen im Detail
hatten die Kurse dennoch dhnlichen Charakter, vielleicht deswegen, weil
wir beide Schiiler von Ernst Gotthardt sind. Auch die Studenten muBten auf
ahnlichen Vorlesungsinhalt Wert legen, denn haufig konnten Prifungswieder-
holer auch ihre Zweitpriifung nicht dort ablegen, wo sie die Kursvorlesun-
gen gehdrt hatten.

Von den vielen interessanten Entwicklungen in den letzten 25 Jahren, die
in Stuttgart besonders gepflegt wurden, will ich hier nur eine nennen,
namlich die Numerik, charakterisiert durch die Konzeption, Entwicklung und
Programmierung von umfangreichen Programmsystemen zur Ausgleichung von
Problemen mit sehr vielen Unbekannten. Im Institut von Fritz Ackermann
standen am Beginn dieser Arbeiten Mitte der 60‘ger Jahre wesentliche theo-
retische und konzeptionelle Durchbriiche in der Aerotriangulation. Die an-
schlieBend entstehenden Programmsysteme fiir die Photogrammetrie, PAT-M
u.a., konnten in Deutschland und international iiberaus erfolgreich einge-
fuhrt und eingesetzt werden. Entscheidend dazu war u.a. der Algorithmus
zur Losung groBer Gleichungssysteme HYCHOL, seinerzeit von EBNER und KLEIN
programmiert.

VeranlaBt durch die Form- und Zuschnittsberechnungen der Minchner Olympia-

dacher - bei denen auch Gleichungssysteme mit bis zu einigen Tausend Unbe-
kannten zu 1dsen waren - entstanden am Institut fiur Anwendungen der Geoda-
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sie im Bauwesen unabhdngig von den Aufgaben in der Photogrammetrie eben-
falls groBe Programmsysteme fiir die Berechnung von Seilnetzen und geoditi-
schen Netzen in vielen Spielarten. Dabei iibernahmen wir zundchst HYCHOL
bis durch weiterfiihrende Arbeiten - H.J.SCHEK, L.GRUNDIG, J.BAHNDORF,
M.NEUREITHER, u.a. - die Techniken der "konjugierten Gradiente" und "diinn
besiedelter Matrizen" zur sehr schnellen Lésung groBer Systeme angewendet
wurden: ASTAN, OPTUN und schlieBlich LOCAL entstanden, die bei vielen gro-
Ben Netzausgleichungen in der Praxis verwendet wurden.

Dabei zwangen uns unsere Arbeiten zur Seilnetzberechnung noch einmal zum
prinzipiellen Nachdenken Uber Linearisierungen in der Ausgleichungsrech-
nung (und Seilnetzberechnung); an dieser Stelle gingen wir auch einen
prinzipiell anderen Weg als Fritz Ackermann in der Photogrammetrie mit
PAT-M und seinen Nachfolgeprogrammen gegangen ist.

Dazu folgen hier einige Bemerkungungen und Prinzipien. SchlieBlich wird
ein neues Iterationsverfahren zur strengen Lésung der nichtlinearen be-
dingten Ausgleichung entwickelt und an zwei Zahlenbeispielen erlédutert.

2. Einige grundlegende Bemerkungen zur Linearisierung

Mathematisch gesehen gehért der Formelapparat der Ausgleichungsrechnung in
das Gebiet der linearen Algebra (und der Statistik/Wahrscheinlichkeits-
rechnung), denn er besteht im wesentlichen aus linearen Transformationen
und Substitutionen; Ergebnisse werden iiber Losungen von linearen Glei-
chungssystemen gefunden. Das Minimumprinzip der Ausgleichungsrechnung
driickt sich zwar durch eine nichtlineare, namlich quadratische Form aus;
ihre partiellen Ableitungen sind jedoch bereits Linearformen.

Die tatsdchlichen, urspriinglichen Aufgabenstellungen - sowohl in der Feh-
lerfortpflanzung wie bei den verschiedenen Standardproblemen - sind jedoch
hdufig nichtlinear; die zugehérigen, der Nichtlinearitdt entsprechenden
geometrischen Gebilde sind dann hoherdimensionale Mannigfaltigkeiten.

Der Linearisierung durch den Taylor‘schen Satz unter der i{iblichen Be-
schrinkung auf Glieder 1. Ordnung entspricht dann ein Ubergang von der
Mannigfaltigkeit in den am Linearisierungspunkt angehefteten Tangential-
raum. Der Tangentialraum ist ein linearer, affiner Punktraum mit zugehori-
gem Vektorraum, und in ihm spielen sich die Uberlegungen und Berechnungen
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ab, wenn man sich auf den Linearteil des Taylor‘schen Satzes beschrinkt.
Fir den Ubergang von der Mannigfaltigkeit in den Tangentialraum sind eini-
ge grundlegende Sachverhalte der Analytik wesentlich, ndmlich

- die partielle Ableitung von Funktionen mehrerer Variabler,

- das "totale Diffential”,

- die Kettenregel fiir Funktionen mehrerer Variabler oder, gleichbedeutend,
die Variablentransformation Jakobimatrizen, welche bereits eine Trans-
formation im Tangentialraum darstellt.

Die genaue Interpretation dieser mathematischen Tatbestdnde und ihre An-
wendung auf die Fehlerfortpflanzung und Ausgleichung fiihrt auf die Technik
der "Ersatzbeobachtungen" und die Technik bzw. Theorie der fehlerzeigenden
Figuren, worilber an anderer Stelle berichtet wurde /2/,/5/,/11/.

3. Nichtlineare Standardprobleme der Ausgleichungsrechnung
1) Vorbemerkungen

Wichtige, auch fiir die Praxis relevante Ausgleichungsprobleme - terrestri-
sche Netze, Satellitennetze, Aerotriangulation - sind in ihren Fehler-
bzw. Bedingungsgleichungen nichtlinear. Sie werden jedoch durch Lineari-
sierung bereits der Fehler- bzw. Bedingungsgleichungen vor Ansatz des
Minimumsprinzips in den Tangentialraum lberfiihrt und als lineare Ersatz-
probleme gelést. MuB man dabei von sehr groben Ndherungswerten ausgehen,
sind mehrere Iterationen notwendig. Durch die dabei jeweils auftretende
neue Linearisierung an einem anderen "Taylorpunkt" vollziehen sich die
einzelnen Iterationsschritte in einer Folge "benachbarter" Tangential-
raume.

Dieses Verfahren ist duBerst wirkungsvoll und konvergenzstark; dies haben
nicht nur die vielen Anwendungen von PAT-M und ASTAN/OPTUN gezeigt son-
dern auch Vergleichsuntersuchungen /9/ iiber die Konvergenz des aus der
nichtlinearen vermittelnden Ausgleichung stammenden Newton-Verfahrens bei
geoddtischen Netzen: "Die Anwendung des Newton-Verfahrens (Zexakter nicht-
linearer Ansatz bei der vermittelnden Ausgleichung und Losung der nicht-

Tinearen Normalgleichungen nach der Newton‘schen Methode) an Stelle des
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GauB-Newton Verfahrens (Siibliche, iterative Lésung der linearen Normal-
gleichungen) iét nicht sinnvoll... Es ist offenbar sinnlos, die Konver-
genzgeschwindigkeit durch Hinzunahme héherer Ableitungen verbessern zu
wollen /9/".

Lediglich bei Seilnetzberechnungen /3/ ist der nichtlineare Ansatz notwen-
dig, da ohne ihn das Problem singuldr und damit die (elastomechanische)
Losung nicht auffindbar ist. Es bleibt jedoch abzuwarten, ob bei neuen
Aufgaben aus den gegenwdrtigen Entwicklungen der Geoddsie auch nichtlinea-
re Ansdtze numerisch sinnvoll sind.

3.2 Nichtlineare vermittelnde Ausgleichung (Standardproblem II).
Trotz der in /9/ mitgeteilten unterlegenen Konvergenzgeigenschaften des
"exakten" nichtlinearen Ansatzes seien auch zu diesem Standardproblem

einige Bemerkungen gemacht.

Mit den iiblichen Bezeichnungen der Ausgleichungsrechnung

Beobachtungen ' = (R4 - La) - Verbesserungen v' = (v4 ,
Unbekannte  y' - (X4, -+, xp); Gewichte P - (pa, D Pn)
lauten die Fehlergleichungen

C+v = 2 O0) (1)

welche {iber die Minimumbedingung
VPv e (PR -8 PERX)-Q) =min §Lx)- VT PR (x)-0)
auf die nichtlinearen Normalgleichungen fithren

(;g;g)} PR R)-0) - 0.

bzw., mit (%%)4 = f

auf

AP () - Q) - 0. (2)

An diese Gleichung seien einige Bemerkungen gekniipft:
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Die Formeln (1) konnen sowohl als Bestimmungsformeln fir die X wie auch
als durchgreifende Kontrollformel fiir die X aufgefaBt werden. Denn (2)
ist genau dasjenige (nichtlineare!) Gleichungssystem, welches die gesuch-
ten Parameter erfiillen miissen, damit die in den X nichtlineare quadrati-
sche Form (1) minimiert wird. Daraus folgt fiir das praktische Vorgehen
(welches iblicherweise auch angewendet wird): Nach der Ermittlung der
Unbekannten X - nach welcher Methode auch immer - bestimmt man die Ver-
besserungen aus den nichtlinearen Fehlergleichungen

v = -2,

ermittelt die Jakobimatrix H=;%—i-/g an der Stelle X und priift, ob (2)
erfillt ist. Ist dies der Fall, ist die Ausgleichung durchgehend kon-

trolliert, vor allen Dingen auch, ob bei iterativer Ermittlung der X

das gesuchte globale Minimum von

(§x)- )P (§(x)-0))

gefunden worden ist.

In einem geoddtischen Netz Tassen sich die Gleichungen (2) als knoten-
weise zu erfiillende Gleichgewichtsbedingungen im elastomechanischen
Analogon interpretieren: ?(irtsind die - im Gleichgewichtszustand des
Netzes/Fachwerkes - durch innere und auBere Krafte verursachten elasti-
schen Léngenanderungen in den Fachwerkstdben (Seilnetzstiicken) bzw.
Winkelanderungen. Multipliziert mit den Gewichten - sie entsprechen im
elastomechanischen Analogon Hooke‘schen Zahlen - ergeben sich die Stab-
krdfte bzw. die auf den Winkel einwirkenden Momente. H'=<%%)' beschreibt
die Geometrie fiir jeden Knoten des Analogons, d.h. fir jeden Punkt des
geodidtischen Netzes, wobei eine Zeile von A' der x-, y- oder z-Komponen-
te eines Knotens zugehért: Je 3 Zeilen von A' gehdren zu einem Knoten

= Netzpunkt im réym1ichen Netz.

Dabei ist H'=(/,%gi) an der Stelle X zu nehmen, denn die Gleichgewichts-
bedingungen miissen im verformten Zustand erfiillt sein!

In der Geoddsie begniigt man sich meistens - mit Recht, wie wir gesehen
haben! - mit der Probe

(r(%%)/,,o PR -2) -0
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d.h. man bildet F¥=C%§)43n der Stelle X, der bei einer Iteration letzten
Niaherung von X, fir x, gleichbedeutend damit, daB man bei kleinem R-—x%
und zugehdrigen kleinen Verbesserungen Q(QYQ die Ndherungsgeometrie xi
und die endgiiltige Geometrie X des Netzes einander gleich setzt. Ela-
stomechanisch gesehen entspricht dies der "Theorie 1. Ordnung". Die
praktischen Erfahrungen bei Netzberechnungen in der Geoddsie zeigen,

daB dies offenbar immer zuldssig ist, da die Verbesserungen (die ela-
stischen Ldngen- bzw. Winkeldnderungen) im ausgeglichenen Zustand (im
Gleichgewichtszustand) klein im Verhdltnis zu den das Netz konstituie-
renden geometrischen Elementen - Strecken und Winkel - sind. Wirde man
jedoch ein Netz mit "gegenseitig sehr unvertriglichen" geometrischen
Elementen ausgleichen wollen - was fehlertheoretisch sinnlos sein diirf-
te! - so miBte man bei der SchluBkontrolle mit (2) an der Ste]]e(%%%)Q
arbeiten.

Elastomechanisch allerdings ist es bei bestimmten Aufgaben keinesfalls
sinnlos, in fachwerkartigen Gebilden auch groBe elastomechanische Ver-
formungen anzunehmen, z.B. dann, wenn hochelastische Materialien ver-
wendet werden. Setzt man tatsdchlich die Gleichgewichtsbedingungen (2)
fir A an der Stelle X an, so spricht man von der "Theorie 2. Ordnung".

Manche elastomechanischen Aufgaben lassen sich nur unter Anwendung der
Theorie 2. Ordnung 16sen, da die Theorie 1. Ordnung auf singuldre Glei-
chungen fiihrt. Dies ist bei Seilnetzberechnungen - /3/,/10/ - der Fall,
sodaB man dort nach der Theorie 2. Ordnung (% nichtlineare vermittelnde
Ausgleichung) arbeiten muB!

3.3 Nichtlineare bedingte Ausgleichung (Standardproblem I)

a)

Vorbemerkungen

Schon in /4/ und /6/ ist gezeigt worden, daB die ibliche Linearisierung
und Iteration bei groBen Verbesserungen zwar die ausgeglichenen Beobach-
tungen miteinander vertrdglich macht, jedoch nicht auf das Minimum einer
strengen Losung fihrt. Die Aufgabe sei daher noch einmal aufgegriffen, und

wir entwickeln sie - analog zur nichtlinearen vermittelnden Ausgleichung
/9/ - mit Hilfe der zweiten Ableitungen. Dabei ergibt sich ein neuer, je-
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denfalls mir bisher nicht bekannter Iterationsalgorithmus fiir die strenge
Lésung.

In den Bezeichnungen der Aufgabe folgen wir /8/:

Gesucht seien die Losungen eines unterbestimmten Gleichungssystems:

g1 (Y11Y2|”.1Yn‘= 51

(Y1, Yz, **+ Yn)= O
.g?-_j-_z_----_-----_z. g(Y)=S
g’v (Ya,Yz Tt Yn) = Sy

mit n.r, und wir wollen voraussetzen, daB wir eine ungefihre Ldsung
(Ndherung, Rohwert), geschdtzte oder beobachtete Werte ¢ = (8220
zur Verfiigung haben.
Wir suchen nun diejenige Ldsung ?, welche
- das unterbestimmte System befriedigt,
("den Bedingungsgleichungen geniigt"),
- die quadratische Form
(Y-0)7 P (y-@) (3)

minimiert:

-7 P G- =2mn (Y- Py-¢)

Dabei sei P eine positiv definierte Matrix. Die fiir die Lésung nthendi-
gen n+r Gleichungen ergeben sich dann - siehe z.B. /7/,/8/ - zu

y-e-P (B K =0
f @) -9

(4)

0
o

Die Gleichungen (4) sind die nichtlinearen Normalgleichungen fir die
Lésungen'Q ("ausgeglichene Beobachtungen™"), wobei iiber die GrdoBe der Ver-
besserungen v: =Y-U keinerlei Voraussetzungen getroffen sind. Analog zu

den nichtlinearen Normalgleichungen (2) der vermittelnden Ausgleichung
gilt auch hier

- die Jakobimatrix (f%yw))& muB an der Stelle 9’ genommen werden,

- Unbekannte 9 (91 91 T 9n)
und Korrelaten K (Kq K o0 Ky
welche (4) geniigen, minimieren (3).
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(/8/: "Dabei liegt keinesfalls fest, wie (4) in geeignete lineare Glei-
chungen iiberfiihrt wird. Wesentlich ist nur, daB die (irgendwie) gefundenen
Werte vy und K das Gleichungssystem (4) erfillen").

In /7/ und /8/ wird ein mégliches Iterationsverfahren, welches ohne die
. . oN . (O .
zweite Ableitung N der Matrix Sy auskommt, genannt:
In der Annahme, man habe eine i‘te Naherung Y' von 9 gefunden, ersetzt man
(;%5_)/§ durch :%éij/yi und bekommt anstelle der nichtlinearen Gleichun-

Y
gen (4) nunmehr die linearen Ersatzgleichungen

Yy - 9?7 B, k- ¢ (5a)
¢ yH+ BT (y“‘-y‘-) =9, (5b)

welche durch Einsetzen von‘yL'M aus (5a) in (5b) auf die Normalgleichungen
fithren

(B P "B )K=5-2(y) + Bl (yi-0) (6)
1=V @
©)

die nach X aufgelést werden und ein neues Y“* nach (5a)

Yiﬂ =P B, k+t

ergeben. Gegenilber der Tinearen Standardlésung, welche in den Normalglei-
chungen (6) auf der rechten Seite nur den Term (:) hat, muB bei der stren-
gen nichtlinearen Lésung auch der Term (:) jeweils mitgefiihrt werden,
sonst konvergiert die Lésung nicht zum gesuchten absoluten Minimum. Darauf
haben bereits POPE /4/, STARK/MIKHAIL /6/ und dann, in einer ausfiihrlichen
Arbeit, SCHEK /7/ hingewiesen.

Allerdings - auch darauf weisen die genannten Autoren hin - konvergiert
diese strenge Losung haufig schlecht, und SCHEK schldagt deshalb in /7/

eine Dampfung ohne die zweiten Ableitungen der Jakobimatrix S%%p-auskommt.
vor,die

b) Herleitung eines Iterationsverfahrens mit Hilfe der zweiten Ableitungen.

Im folgenden wird ein (Iterations)verfahren vorgestellt, welches bei der

Linearisierung der nichtlinearen Normalgleichungen (4) die zweiten Ablei-

tungen der Matrix §y) beniitzt und damit auf ein neues Iterationsverfahren

fiir die "Strenge Least-Squares Losung", SLS-Ldosung, fihrt. Die Analyse des

entstehenden Gleichungssystems gestattet einige allgemeine Aussagen.
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Wir leiten das Verfahren elementar fiir 2 Bedingungsgleichungen und 3 Unbe-
kannte bzw. Beobachtungen her. Spater konnen wir leicht verallgemeinern
und in Matrizen schreiben.

Fiir n=3 und r=2 lauten die nichtlinearen Bedingungsgleichungen
¥1 KY1:YZ|Y'5) =S1
f2 (W, Yo Ya) = %2

Zur Ermittlung der Elemente der Jakobimatrix ,25;) bilden wir die partiel-
len Ableitungen

0 = Q¢ = G4 (Ya,Y2.Ys) e =b1=b‘KY1.Yz.Y3\

rDY1 ; fDY‘\

r%i—‘z = Q?_ = Qe LY1|Y1|Y3)i?D§'_Z' =bl=b2(Y"Y2‘Y3)
o, d3 = Qi KYMYLYQ}% = by =ba(Y4 Y2 1Y)
DR 3

und stellen durch die Schreibweise ausdriicklich klar, daB die a; und b,
i =1,2,3, keine Konstanten sondern im allgemeinen nichtlinearen Fall
Funktionen der Unbekannten Y' sind. In vertrauter Schreibweise ist dann

QM/ =(Q1 Q2 ulj::'b/
Y Y by, b2 by L

Die nichtlinearen fiinf Normalgleichungen (4) zur Ermittlung der 9=(9ﬂ%9ﬁ
lauten dann - dabei schreiben wir zur Vereinfachung der Indizierung im
folgenden anstelle ? immer Y (und gelegentlich auch statt ail(ys,Ya.Ya)und
b, (Y. Y2} Tediglich a;b.), ohne den inhaltlichen Sachverhalt durch diese
vereinfachende Schreibweise zu beriihren:

K4
Ya - A Q4 (YMYz.Yﬂ - %:"\31 &Y1.Y1.Y3\ =
K1 ( K‘Z
Ya - o az (Y4,¥2.¥3)- =% b2 (4, ¥z, Ya) = &
2 Pz
Yo - % as Grve ) 5F ey (v vew) = %
2
(2 (Y
¥1 (Ye, Yz. Ya) = 5,
82 (V1 Y2, Ya) = Se
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Mit dem Ansatz Yp

Yo * OYp P =123

Kt K:' + AK\-_ t = 12

gewinnen wir mit dem Taylor‘schen Satz und Beschrdnkung auf Glieder erster
Ordnung die Linearisierung der finf Zeilen von (7), namlich
1. Zeile:

Vo e Ay, - S OV s (VWD L
4

Qay 4. . _May, 4 e _Pay A kla
TRy, B Ky - avs Vy2 P Ki = 4Ys RNys ® Ke-avs
_be e b Doy Kz Dby Kz, _ oy Kp )
P4 Ko = oy "oKe By P A TRy TR AT Ry, T A !
2. Zeile:
° _az °_ Qe _War | XKy, - Nar | Ky .
Yot Ao gl Kt K T R AN TRy, T Y
Ray . K1 b o b2 Dby K3 b, Ka
- B8z 2 L) - == . AK, - YPz2 . Dz, A AT N
Ays P V27 B, KeTp, tAKe Ay, P2 "N Ry 7 N
Rb, Ke
—_'—'°A =Qz
Vysa 3
3. Zeile:
° 0.3. ° a _QG; K4 Na K°
Ya*AYa"E*H LS N1 Pa 1—0—\’:-?;Ayz-
Nas K by o b Nb, K2
- =23 A - =3 - 23 - XPa Nhz |
Bys r AY2 T B Ke T plraKe m AT B Ay
_Qbs | K _ Qby . Xz |
73 Py Yz NYa P ayy = s
4. Zeile
Q4 Ayy + Qo AY, + Q- Aya ¥ ?1 (Y:.Y{'.Y;) = 51
5. Zeile:

n
v
o~

by- Ay, * bzAyz ¢+ by Ayy + §, (Y, Y2, ¥s)
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ergibt sich folgendes Koeffizientenschema

AY,4 Ay, AY,y AKX,y AKo re Seite
4 _ 9oy, K Moy i ag Ki 0. - \°
Ny, P Oy2 Py Yy P 1T
_ 081 . ke
o G| _Qma| k| TR % e Ko
Ay Ry A2 Py o . Bk
P
oz K Naz K _’L‘z_K_" v
e AR | TAwm A et s
! . - S92 _ e Q2 K
Dby X3 | _Db Kz | _Dog Ke P2 P P 1
f0y1 Py QYZ P QY} Py + b2 Ko
P2
_Maz K& | _Mas Ki | 4 .Ra K 0r -y 4
Dyr Py Ny Py s B .
o s 3 - Eﬁ. Qs K°
_ by Ky _Mbs Ke _ by Ka P B P2 ¢
n P °
Y1 Py e P MOys Py LB
Py
0_1 Qg Q3 0 o ‘51 = g-\ (Y:H:ﬁl;\
b, ba by o o 51‘gz(Y:.\l:.\‘:)

(8)

Um die Gleichungen (8) in eine Iterationsvorschrift zu iberfiihren, bestim-
men wir die Niherungswerte Yo und K, aus dem Tinearen Ansatz

K :

Y

(BP"B) (2-£ (V)
e- + ?-‘3' ko'

my B

Q%W

e

Damit kénnen wir alle Koeffizienten des Systems bestimmen.

Als Ergebnis der 1. verbesserten Lésung bekommt man

Y,
Yo

°
\/1 + A\{‘l.

Y. + AY4,

Y': + Ay,.

Linkwitz 11

Ke

1]

K3+ AK,

K.+ akZ,

("0‘te Iteration")




166

[terationssystem (9)

o

AY, AY, IR NG S AR ve Seite
1- L . L .

_ Ma, Ka _Pas . Ky _q°‘ L e, - y: +
QY« P4 Y2 ®, “OYn P, . _
_"Ob, i;_. _ ﬁ'\ Kz _ b4 _ ﬁ _a‘l(‘({"vn) b_".‘ _ ﬁ + %- . K: 4

2 Py Dy P4 DYn 1) I} P, 1) A

- - - 4+ .

Drg Ky | _Qry K _Rrs . Ky T
QY‘ P1 QY% ©4 Q‘{r\ P,\ P‘\ v
Nap K 1- ' :

Sk b | Qe Ky _Dag . Ki Qe vy +

Y4 2 Oy, 23 “OYn R, ‘
- ﬁ Dby K3 - /ﬁl ) K;"'- Cl..z b.z "‘i . 22, K; +
— = - = A
Oy 1 P ©y2 2 “OVn P, 123 1Y e Pe

- - | _ | ..

_Dre Ky | _Qre | Ky _ Ve My R
"0V, Pz Oz P2 OYn R ® v

L - C 1- .

_Dag . Ki | _Jan K _ Moy | K& Q- Y
QY.‘ Pn QY?_ P\‘\ (DY“ _E‘ n Y“ +
Obn ﬁ _ Db ﬁ - f\)_b“ K_:' q:..\‘\ bi‘h Y“\"\ + On . KL .
N Ya Pn “We Bn QY n Pn Bn P LN Pn !

- - - . + -

_ra . Kv | Kb _ D Ky LTt
Ay, Pn Y, ®n DyYn Pn Pn v
N N . L N " X N v . -

0.1 (\{.‘, |Y:\ ) Q-?. (\{1 v "Yn) an (Y\"", Yh) o O O 5.‘ 4(\{1'“"\{!\
Lol Eogb W Lol L

S CARERS B VN A Yn) o (v Ya) || © o) 0 %%y

O G PRI 0 T S QVATEEA'SY e o 0 o [5r-Hvd

- Iterationsschrite: i=0,1,....,u.

- Alle partiellen Ableitungen sind immer an der Stelle ¥Y'zu nehmen; bei den

partiellen Differentialquotienten ist der Iterationsindex i nicht im Schema

angeschrieben.
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und bestimmt damit erneut die Koeffizienten des Gleichungssystems und den
ndachsten Satz von Unbekannten,

Allgemein haben wir also fiir die (i+1)-te Iteration das Gleichungssystem
(9). (Dabei haben wir die Anzahl der Bedingungen mit r und die Anzahl der
Beobachtungen = Anzahl der Unbekannten mit n angenomen). (9) ist ein Glei-
chungssystem mit n+r Unbekannten. Praktisch sind jedoch viele der Koeffi-
zienten des Systems gleich 0, da viele der partiellen Ableitungen iden-

tisch Null sind.
Aus den Gleichungen (9) lassen sich einige interessante Tatsachen ablesen:

1) Das System bleibt auch fir lineare Bedingungsgleichungen giiltig! In
diesem Fall verschwinden namlich alle partiellen Ableitungen und alle
rechten Seiten werden zu Null, da die Bedingungsgleichungen bereits in
einem Ausgleichungsschritt erfiillt sind.

Das verbleibende System kann dann in der Form geschrieben werden
E-ay -P"B-ak = o

(10)
BT' AY b o = 0.
Dies ist ein homogenes Gleichungssystem mit der Koeffizientenmatrix
E -?'n
b o

Wie sich leicht einsehen 1dBt, hat es vollen Rang (n+r): Zunidchst hat bei
richtig aufgestellten Bedingungsgleichungen B vollen Spalten-und B vol-
len Zeilenrang, also r, da die Bedingungsgleichungen gegenseitig unabhin-
gig sind. Weiter hat die Tinke Teilmatrix (};) vollen Spaltenrang, namlich
n, da sich wegen der Einheitsmatrix B im oberen Teil keine ihrer Spalten
Tinear aus den ilbrigen kombinieren 1dBt. Der volle Rang (n+r) wiirde also
nur dann nicht auftreten, wenn sich eine der Spalten von -P"B linear aus
den Spalten (g.) kombinieren TieBe, und umgekehrt.

Wir denken uns die Matrix B durch ihre Spalten - bzw.B' durch ihre

Zeilenvektoren dargestellt, also B - (o” b, .. r)
B:-/d
Er
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Um die 1. Spalte von PB- alsoPa - linear aus der linken Teilmatrix
<§.) zu kombinieren, missen wir die einzelnen Spalten nacheinander mit

%E, %i.%i multiplizieren und addieren, d.h. wir missen mit dem Vektor
P'a multiplizieren: (P *a)

E P ‘a

B ' -1
BPal to Widerspruch!

Die Linearkombination des unteren Teils kann aber nicht - wie es dann sein
miBte - den Nullvektor ergeben, da ®'P "azo auf alle Fille gilt, denn
BP % enthdlt zumindest das Element «Pa, welches ungleich Null ist.

Analog 1dBt sich die Unmdglichkeit der Linearkombination fiir alle weiteren
Spaltenvektoren zeigen, sodaB folgt, daB das Gleichungssystem vollen
(n+r)-Rang hat. In diesem Fall hat es aber fir den Fall des homogenen
Systems nur die triviale Lésung, daB alle Unbekannten 0 sind:

AY1=A\{1"' :A\{n=AK1=..-:AKr=O

2) Fir den Fall, daB - auch in einem nichtlinearen Problem - die oben de-
finierte O‘te Iteration bereits die nichtlinear ermittelten Widersprii-
che verschwinden 1dBt, ist dies nur dann die SLS-Ldsung, wenn auch die
ersten n der nichtlinearen Normalgleichungen an der Stelle Y, fiir die

Jakobimatrix é%%ibgo erfiillt sind.

3) Die ersten n rechten Seiten des Iterationsssystems sind

RS 1 1\ ) J/ANS

e Y -73;— Yo Kw(
wobei die y'L —_ ?
und K — K

konvergieren, d.h. die rechten Seiten konvergieren im Laufe der Itera-
tionen gegen 0, wie der Vergleich mit (4) zeigt. Wdre nun (immer!?) der
Rang des Iterationssystems (9) gleich (n+r), so bekdme man im Verlaufe
der Iteration ein zunehmend homogenes System mit vollem Rang der Koef-
fizientenmatrix, und es bliebe nur noch die triviale Lésung "alle Unbe-
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kannten gleich "0", gleichbedeutend mit einem eindeutigen Ende des Ite-
rationsprozesses. Tatsachlich aber dirfte eine Aussage iiber den "nume-
rischen Rang" des erweiterten Systems nicht ohne weiteres méglich sein,
sodaB auch schlechte Konditionen der Matrix in (9) und damit schlechte
Konvergenzeigenschaften denkbar sind.

IZwei einfache Zahlenbeispiele zu b)

Die beiden Zahlenbeispiele entnehmen wir aus /8/; sie kénnen leicht mit
dem Taschenrechner nachgerechnet werden. Als Bedingungsgleichungssystem
wihlen wir fir §(y)=smit einer Gleichung §.(Ys.Ye) = - yf+ Y, = 0.

Es ist also n=2 und r=1. Die Gewichte seien gleich 1 £ P=E und die
Beobachtungen 1,= 3, 1,= 0.
Dann ist

WNY) (R A - . -R
Y -((D\“ (T“El-z\ i & Eva +1\ =P

Als 0‘te Iteration wihlen wir

Yo ! = E1 =3
Yz: = E,_ =0
und bekommen damit BT, = (-6 +4).

(-]

Die Normalgleichungen sind dann

(BB) Ko =8-§(Yo) = 3K, = 0-(-32+0%) = 9

Ko = Qa3 = + 0,24,
und man erhdlt als Verbesserungen
Vy =- 6024 =- 146 = Y = Qi rvy =3-que = 1,54
Vo= 1-o0,24 = 0,24 =>Y:=Q2+V2=O+OI‘ZH=O|'ZH

Die Startwerte fiir den niachsten Schritt sind also

-]

Y1 = 1' 54 '
Y: = 0,2y,
K = o,2u,
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und fiir die Elemente der Jakobimatrix gilt

e - o ()

Q, a,

Fir die zweiten Ableitungen bekommt man
day Day Na, Na,
—_— = - 2 ; = 0 — = 0 = 0,
Dy4 O Y4 ' vz

Damit kdnnen wir sofort das Iterationssystem (9) ansetzen

Ay: Ay: NS re Sete
1— '2)' 0:1'-‘ 3- 4|5H -
(1 L\B O + 3'06 3.08 . Olzq
o = O
0 - 0,24
o 1 -1 +1- 024 =
= 0
0- (- 13y
- 308 + 1 0 + O24) =
= 2,13
Wir erhalten die Ldosungen
4 4 4
AY, = - 053 Ay, = + 050, AK = 050

und damit die Werte der Unbekannten nach dem 1. Iterationsschritt

4

Yo = Y: + AY:

1.54% -0,53 = 401,

Y2 = Y5 + AYZ 024 +0,50 = oy

K1

K® + AK® 0,24 +0,50 = O }L4.

Fiir den nachfolgenden 2. Iterationsschritt bleiben die zweiten Ablei-
tungen unveridndert; fir die Jakobimatrix gilt

@%—;l) = (- zy: , +1) = (- 2,02, +1)'

und man erhdlt das neue Iterationssystem
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Ay, AY, AK: re Sele
1+ 2:01y 3 -1,04-2,02- O}y
o + 2,02

= Z|L\8 = 0,50
o) 1 -1 o]
0- (-191"+ 03y)
- 1 0
20 -+ 028

mit den Ldsungen
Ay, = - 0,01, Ay, = t0,26, AK® = 0,26

und als Ergebnis nach dem 2. Iterationsschritt

yf = y: + Ay? = 1401 - 0,01 = 100 = Y,
Y = Y, *+ AY, = 034+ 026 = 100 = Y2
KT = K'+ ak? = 0.qy+ 026 = 4,00 = K

Dies ist bereits das endgiiltige Ergebnis, wie uns die

Kontrolle mit der
exakten Formel zeigt:

A%y) .~ = (-2 +1)

Y/ Y=Y — —

also e e
Vi T QK= T 400 - (-2)4 =3y
Y2 = Q- k=0, — 1,00 - 1.1 =0V

In Ubereinstimmung mit dem Zahlenbeispiel in /8/ rechnen wir nun die
gleiche Aufgabe mit dem abgednderten Beobachtungsvektor

[= (3' ‘1)2 g‘=3' Q2=_4

durch. In genau gleicher Vorgehensweise erhalten wir dann:
Ergebnis 0‘te Iteration ("linearer Ansatz")
Yo = 438, y; = -0%13  K° = o,2%

S - Y) =2,63.
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Das Iterationssystem liefert weiter im:

1. Schritt:
1 [\ 1
Yo = Y4 t Ay, 24438 - 030 = + 0,068
Y; = Y: t+ A\/; = -0,13 + 0,30 = - 003
K' = K°+ ak' =+ 0,2t + 0%o = +0,9%
2. Schrit:
2 _ 1, 2
Y‘\ - \l'\ AY1 =+ 0168- 011? =+ 0151
2z _ 4 2
Y2 = Yz % AY,=- 003+ 02 = + 01}
K*= K't AK®= + 093+ 0,20 = + 4,13
i
3. Schritt:
y> = =+ 051 +021=+018
Y: = =+ 011+ 0,31 = + O5Y
K= - - - = 4+ 11% + 0,31 = + 1,54,
4. Schritt:
x“- IR = + 0318 - 0,045 =+073I35 =‘%
Y:‘ = + 054 ¢ o =+ 0,54 =§,_
K'= © - =+ 454t O  =4184 = K,

Die SchluBkontrolle ergibt:
Y.-a - K = 8 = o35-(-4.431): 454 = 2949
9z‘°z'K= L, = o,34 - 1,3y = -1 J

0135%- 054=054-054 = O /

als durchgreifende Probe fiir das Ergebnis.
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Der Vergleich mit dem gleichen Zahlenbeispiel in /8/ zeigt

1) Das endgiiltige Iterationsergebnis - die strenge SLS-Losung - unserer
Rechnung stimmt vollkommen mit dem Ergebnis aus /8/ iberein.

2) Fiir die beiden Zahlenbeispiele konvergiert die hier vorgestellte Metho-
de wesentlich schneller als die Methoden in /8/:

- die ungedidmpfte SLS-Ldosung aus /8/ konvergiert im 2. Beispiel sehr
schlecht und fithrt auf ein oszillierendes Verhalten,

- die gedampfte SLS-Losung fithrt im 2. Beispiel erst nach 10 Iterationen
zum Ziel, welches bei uns schon nach 5 Schritten erreicht wird,

- zur Konvergenz des 1. Beispiels werden in /8/ 4 Schritte, bei uns nur
3 bendtigt.

Ob die in den beiden kleinen Zahlenbeispielen gezeigten guten Konvergenz-
eigenschaften der hier vorgefithrten Methode eine allgemeine Eigenschaft
des Verfahrens sind, 1dBt sich natiirlich erst nach weiteren Testrechnungen
bzw. einer allgemeinen Untersuchung der Konditionseigenschaften der
(n+r)-Matrix des Iterationssystems (9) sagen. Desgleichen miissen weitere
Beispiele zeigen, wie schnell das im Vergleich zu /8/ jetzt "groBe",
(n+r)-Iterationssystem geldst werden kann. Vermutlich werden die Ldsungs-
schritte aber sehr schnell sein, da viele zweite Ableitungen identisch
Null sind, sodaB die (n+r)-Matrix des Systems in der Praxis immer diinn be-
siedelt ist. Dies, verbunden mit miglicherweise guten Konvergenzeigen-
schaften, wiirde die Methode auch numerisch leistungsfiahig machen.
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