PHOTOGRAMMETRISCHE POSITIONIERUNG

Erik W. Grafarend, Stuttgart

SUMMARY

Photogrammetric positioning in a three-dimensional Euclidian space is identified as the solving of a combined three-
dimensional resection-intersection problem. Here we analytically solve in a closed form (free of linearization in the
unknowns) the photogrammetric three-dimensional resection as well as the photogrammetric three-dimensional
intersection problem. The solution of this type was made possible by an extensive use of normalized Hamilton
quaternions for the parametrization of the rotation matrix between the photogrammetric sensor frame and the
global geodetic reference system. The described new solution in closed form has been practically tested in close-
range photogrammetry as well as in robotics.

0. EINLEITUNG

Zur photogrammetrischen Positionierung ist als Hauptaufgabe ein kombinierter Rickwdrts- Vorwdrtsschnitt zu lésen.
Drei Altpunkte im Objektraum erlauben im Rahmen einer photogrammetrischen Aufnahme die Ermittlung der drei
kartesischen Koordinaten des Perspektivzentrums und der drei Orientierungsparameter der Aufnahmekamera. Sind
infolge eines doppelten Riickwirtsschnittes diese Parameter fiir zwei Perspektivzentiren bestimmt, so lassen sich die
drei kartesischen Koordinaten eines Punktes im Objektraum iiber einen dreidimensionalen Vorwartsschnitt festlegen.
Nach Lésung der Hauptaufgabe kann an die Ausgleichung photogrammetrischer Streifen und Blécke herangegangen
werden (F. Ackermann 1963, 1973, 1983, 1985).

In der herkémmlichen photogrammetrischen Formulierung des kombinierten dreidimensionalen Rickwdrts-Vor-
wdrtsschnittes treten hochgradig nichtlineare Gleichungen auf, die iiblicherweise iiber Iterationsverfahren linear
gelést werden. Wegen der grundsitzlichen Mehrdeutigkeit des dreidimensionalen Riickwirtsschnittes sind Li-
nearisierungsverfahren problematisch: An welcher der grundsitzlich vier Lésungsstellen soll iteriert werden? Der
anschlieBende dreidimensionale Vorwirtsschnitt ist einfach iiberbestimmt. Ublicherweise stellt sich ein nichtlineares
Ausgleichungsproblem. Wir méchten hier bei dem photogrammetrischen kombinierten Riickwérts-Vorwértsschnitt
geschlossene Lésungen ohne jegliche Linearisierung vorstellen. Derartige Losungen wurden insbesondere dadurch
moglich, daf wir die unumgingliche Drehmatrix zwischen Sensorsystem und globalem Referenzsystem mit den ge-
nialen Hamilton normierten Quaternionen parametrisiert haben und damit das Gleichungssystem “algebraisieren”
konnten. Insbesondere treten keine so nichtlinearen trigonometrischen Funktionen (Kreisfunktionen) auf. In den
unbekannten kartesischen Koordinaten und Orientierungsparametern erwies sich das Gleichungssystem als linear!

Es sollte angemerkt sein, daf} der hier vorgestellte kombinierte Riickwérts-Vorwartsschnitt im dreidimensionalen
Euklidischen Raum besondere Eignung in der geoddtischen Positionierung mittels LPS (lokale Positionierungssy-
steme, elektronische Tachymeter) und erfahrungsgemas in der Robotik hat.

Im ersten kurzen Abschnitt stellen wir den photogrammetrischen dreidimensionalen Riickwirtsschnitt vor, dessen
Losung mit numerischen photogrammetrischen Beispielen in E. Grafarend, P. Lohse und B. Schaffrin (1989)
ausfiihrlich beschrieben ist. Die Mehrdeutigkeit des dreidimensionalen Riickwirtsschnittes ist aufler dort in M. A. Fi-
schler und R. Bolles (1981) und in S. Linnainmaa et al (1988) exemplarisch belegt. Parametrisierungen der
Drehmatrix in Hamilton normierten Quaternionen sind ausfiihrlich in E. Grafarend (1983), E. Grefarend und
B. Schaffrin (1982) und G. H. Schut (1958, 1960) diskutiert worden, das entsprechende Werkzeug zur Losung des
dreidimensionalen Riickwartsschnittes in Form von algebraischen Gleichungssystemen.

Der zweite kurze Abschniit ist dem photogrammetrischen dreidimensionalen Vorwirtsschnitt gewidmet. Ausgehend
von den einfach {iberbestimmten vier projektiven Gleichungen werden die linear auftretenden Neupunktskoordi-
naten mittels Bedingungsgleichungen mit Unbekannten bestimmt. Allerdings ist das projektive Gleichungssystem
nichtlinear in den Erwartungswerten. Da in den Beobachtungen selbst hierfiir Niherungswerte vorliegen, lassen
sich an dieser Stelle die Gleichungen nur in diesen Beobachtungen linearisieren, indem als Abweichung vom Er-
wartungswert der Beobachtungen der Vektor der MeBfehler eingefiihrt wird. Aus Platzgriinden muBte leider auf ein
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numerisches Beispiel verzichtet werden.

Mége dem Jubilar F. Ackermann, Begriinder der analytischen Photogrammetrie, dieser Festbeitrag ein wenig ana-
lytische Freude bereiten!

1. DER DREIDIMENSIONALE RUCKWARTSSCHNITT

Der dreidimensionale Riuckwdrtisschnilt in seiner photogrammetrischen Version hat zur Aufgabe, aus den Plat-
tenkoordinaten X, , Y, dreier Punkte des Objektraumes, die Koordinaten z,y, z des Perspektivzentrums und die
Orilentierung a,b,c¢ der Kamera zu bestimmen. Um an den dreidimensionalen Riickwartsschnitt der projektiven
Geometrie anschlielen zu kénnen, rechnen wir im ersten Schritt die kartesischen Plattenkoordinaten X, ,Y, dreier
Punkte ¢ = 1,2,3 des Objektraumes in Metalinge A (0 < A < 27) und Metabreite B (—7/2 < B < +7/2) um:

tanA:ﬁ, tan B = -

Xy /X3+Y;,2 (1-1)

Z, = —f bezeichnet die Fokallange der Kamera; {A;, B;} sind die sphiarischen Koordinaten des relativen Ortsvektors
X; — x, zwischen dem Ortsvektor X; der Objektpunkte und dem Ortsvektor x, des Perspektivzentrums. Nennen
wir den Abstand ||X; — xp|| = si , so lassen sich im zweiten Schritt die sphirischen Koordinaten {s;, 4;, B;} mit
den kartesischen Koordinaten {X; —z,Y; — y, Z; — 2} mittels einer Drehmatrix R verkniipfen — Abb.  und Abb. 2-

cos A; cos B; Xi—=z
s; | sind;cosB; | =R | Y; - , 1-2)
sin B,‘ Z,' -2

da sich die Plattenkoordinaten auf das Kamerasystem (“Sensor Frame”) und die Objektkoordinaten auf das globale
geodatische System, z. B. das erdfeste Aquatorsystem (“Global Frame”) beziehen. Zu den projektiven Gleichungen
gelangen wir, indem wir je zwei Gleichungen aus (1-2) dividieren und damit den unbekannten Mafistab — die
unbekannte Strecke s; — eliminieren.

1. Gleichung
X; cos A; cos B; r12 + X sin A; cos B; r99 + X sin B; ra3o—
- Y, COSA,' COSB,' r11 - Y, sin A,’ COs B,' r9] — Y, sin B,' r31—
— cos A; cos B; £ r19 — sin A; cos B; £ 199 — sin B; £ r3s+
+cosA;cosB; yriy+sinA;cosB; yroy+sinB; yrg =0

2. Gleichung

X; cos A; cos B; r13 + X;sin A; cos B; ro3 + X sin B; rg3—
— Z; cos A; cos B; 11 — Zisin A; cos By roy — Z;sin B; r31—
—cos A;cos B; x r13 ~ sin A;cos By ¢ ro3 —sin B; x r3s+
+ cos A;cosB; z 1 +sinA;cosB; 2z r91 +8inB; z r3; =0

(1-3)

3. Gleichung

Y; cos A; cos B; r13 + Y;sin A; cos B; ro3 + Y; sin B; r33—
— Z;cos A; cos B; r19 — Z; sin A; cos B; 199 — Z; sin B; r3a—
— cos A; cos B; y r13 — sin A; cos B; y re3 — sin B; y raa+
+ cos Ajcos B; z r1g +sin A;cos B; z rog +s8in B; z r39 =0
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Abb. 1: Mefisystem F* (“Sensor Frame’) im Perspektivzentrum P, F1. und Fs. spannen die Photoplattenebene
auf, Fa. orthonormal dazu; F'* erdfestes Aquatorsystem (“Global Frame”), F1« Greenwich-Richtung, Fa.
Richtung der mittleren terrestrischen Drehachse, Fye orthonormal dazu.

P
’¢’31

r

Py

Abb. 2: Dreidimensionaler Riickwirtsschnitt, Neupunkt P (Perspektivzentrum), P;,Ps, P3 Altpunkte,
»MeBtetraeder®.
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Nur je zwel Gleichungen sind natiirlich voneinander unabhingig. Photogrammetrisch wird die Drehmatrix R mit
Cardan-Winkeln &, ¢, w als R = RT (W)RT (¢)RT () dargestellt. Hier folgen wir der vorteilhaften Parametrisierung
der Drehmatrix als Funktion von normierten Hamilton-Quaternionen, namentlich

0 —c b
R=(I-S)"'T+8S), S:= ¢ 0 —a | =-ST. (1-4)
-b a 0

In dieser Parametrisierung bildet (1-3) ein algebraisches Gleichungssystem vom kubischen Typ in den Unbekannten
{z,y,z,a,b,c}. Prinzipiell ist es moglich, dieses Gleichungssystem mittels Grébner-Basen geschlossen zu 18sen,
z. B. mit dem Buchberger-Algorithmus (B. Buchberger 1965, 1970, 1979, 1989), der dhnlich dem Gauf-Algorithmus
fiir lineare algebraische Gleichungssysteme arbeitet. Als geschlossene Losung hat sich das nachfolgend geschilderte
Dreistufenverfahren bewahrt.

1. Stufe: Strecken s;

Perspektivzentrum und die drei Altpunkte im Objektraum formen einen Tetraeder Py Po P3P. Bezeichnen wir auf
den Tetraederflichen den Raumwinkel P;PP; = ¥;; , so laBt er sich aus den MefigréBen {A;, B;} zu

cos ¥;; = sin B; sin Bj + cos B; cos B; cos(A4; — A;) (1-15)

bereclinen. Auf den Tetraederflichen gilt der Seitenkosinussatz

St, = s?+s3—2s1s9cos¥yy
S3;3 = s34 53— 2s2s3c08¥pg (1-6)
S3 = s34 s?—2s3s1cos Vg

In diesem Lagrange zugeschriebenen Gleichungssystem (J. L. Lagrange 1877) sind die Strecken S;; zwischen den Alt-
punkten P;P; iiber die Altpunktkoordinaten (“Pythagoras”) und die aus den Mefigrofien abgeleiteten Raumwinkel
V,; gegeben. Hingegen sind die Strecken {sy, s2, s3} unbekannt. Mit dem Hilfsmittel der zerfallenen Kegelschnitte
(M. G. Lamé 1818) haben wir dieses Gleichungssystem geschlossen gelost. Aus Platzgriinden muf} eine detaillierte
Diskussion hier unterbleiben. Festzulialten ist allerdings, daf i. a. vier Losungen des Gleichungssystems existieren,
welche beispielsweise bei M. A. Fischler und R. Bolles (1981, S. 386, Figur 5) anschaulich dargestellt sind.

2. Stufe: Orientierungsparameter {a, b, ¢} oder {«, ¢, w}
Sind die Strecken s; aus den Beobachtungen abgeleitet, stellt sich die Aufgabe in Bezug zum linearen Gleichungssy-

stem (1-2), die Orientierungsparameter {a, b,c} und die kartesischen Koordinaten des Perspektivzentrums zu be-
stimmen. Mittels der Darstellung (1-4) der Drehmatrix R gewinnen wir aus der Gleichung (1-2)

cos A; cos B; X;—1=z
(I—-S)s;| sindjcosB; | =1+8)| YVi—y ¥vi=1,2,3 (1-71)
sin B; 7 —z

oder
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cos A; cos B; X;
s; | sinA;cosB; | —| Y; | =
sin B; Z;
0 s; sin B; + Z; —s; sin A; cos B; — Y; a
= —s; sin B; — Z; 0 s; cos A; cos B; + X; b | —
s; sin A; cosB; +Y; —s; cosA; cosB; — X 0 c
1 —¢ b T
- c 1 =-a Y
—b a 1 z
(1-8)
Mit den Hilfsunbekannten (u, v, w) gemifl
u 1 —¢ b z
v | =— c 1 -a y (1-9)
w -b a 1 z
lautet das 6x6 lineare Gleichungssystem
s1 cos A1 cos B1—X1
81 sinA1 COSB1 —Yl
$1 sin B1 —Z1 _
S9 cos Ag cos Bo—Xo | T
8§92 sin Ag cOos Bg —Y2
83 sin B3 —Z3
0 sy 8inBy + 73 —sy1sindyjcosBi—Y; 1 0 0 a
—sy sin By — 71 0 stcosdycosBi+X; 0 1 0 b
| s1sinAj cosB1+Y:, —s1 cosAy cos By — X 0 0 01 c
- 0 s9 sin By + Zo —s9sindg cosBys—Yy, 1 0 0 u |’
—89 sin By — Z9 0 socosdAacosBa+Xs 0 1 O v
s3 sin Ag cos B3+ Y3 —s3 cos Az cos B3 — X3 0 0 01 w

(1-10)

welches sich unmittelbar nach den Orientierungsparametern {a,b,c} und nach den Hilfsunbekannten {u,v,w}
auflosen 1a8t.

3. Stufe: Koordinaten {x,y, z} des Perspektivzentrums

Abschliefend verbleibt uns noch in der dritten Stufe, die Hilfsunbekannten {u, v, w} nach den kartesischen Koordi-
naten {z,y, z} des Nullpunktes aufzuldsen.

u X
v |=-1+8) | v (1-11)
w z
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z 1 14+a? ab+c ac—-b u

— 2
Y __—Q—W— ab—c¢ 1+b bc+a v (1—12)
A+ +e 1l 4 be—a 14¢2

Mit den drei Entwicklungsstufen ist der dreidimensionale Riickwirtsschnitt geschlossen geldst, d. h. ohne jegliche
Linearisierung in den Unbekannten!

2. DER DREIDIMENSIONALE VORWARTSSCHNITT

Sind die Koordinaten zweier Perspektivzentren mit den Orientierungsparametern des Mefisystems mittels eines
zweifachen Rickwdrtsschnittes gegeben, so verbleibt die Aufgabe, Neupunkte photogrammetrisch mittels eines dre:-
dimensionalen Vorwdrtsschnilles zu bestimmen.

Im Sinne des dreidimensionalen Vorwdrtsschnittes bilden die beiden riickwirtseingeschnittenen Perspektivzentren
jetzt die Altpunkte Py und P,; vom Neupunkt P im Objektraum sind die kartesischen Koordinaten {z,y, z} un-
bekannt. Bilanzieren wir die Anzahl der Beobachtungen und der Unbekannten, so werden wir auf folgendes Ergebnis
gefithrt. Einem Satz {4, B1} und {42, By}, d. h. vier Richtungsbeobachtungen , stehen nur dret unbekannte Koor-
dinaten des Neupunktes gegeniiber. Es liegt ein dberbestimmtes Problem der Ausgleichungsrechnung vor.

P

2

[ ] Fs-

Abb. 3: Dreidimensionaler Vorwirtsschnitt P Neupunkt, P;, Py Perspektivzentren.
Bezeichnen wir die Strecken vom ersten bzw. zweiten Perspektivzentrum zum Neupunkt mit sy, sy und die

entsprechenden Beobachtungen mit {A;, B1} und {Az2, By} sowie die gegebenen kartesischen Koordinaten der Per-
spektivzentren mit {X, Y7, Z1},{X2, Y2, Z2}, so lautet analog zu (1-2),(1-3) unser Gleichungssystem
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cos E{A;} cos E{B;} z— X;
Si sinE{A,;} COSE{B,’} = R,,~ y—Y,: Vi= 1,2 (2— ].)
sin E{B;} z2—Z;

1. Gleichung

z cos E{A;} cos E{B;} Ri, + z sin E{A;} cos E{B;} Rby + z sin E{B;} Rj,—
—y cos E{A;} cos E{B;} Ri; — y sin E{A;} cos E{B;} R}, — y sin E{B;} R}, —
— cos E{A;} cos E{B;} X; R, — sin E{A;} cos E{B;} X; Rby — sin E{B;} X; Riy+
+ cos E{A;} cos E{B;} Y; Ri; —sin E{A;} cos E{B;}Y; Ry; +sin E{B;}Y; R}; =0 Vi=1,2

2-2)
2. Gleichung

z cos E{A;} cos E{B;} Riz+ z sin E{A;} cos E{B;} Rb3 + z sin E{B;} Ri3—
— z cos E{A;} cos E{B;} R, — z sin E{A;} cos E{B;} Ry, — z sin E{B;} R}, -
— cos E{A;} cos E{B;} X; Ri5 — sin E{A;} cos E{B;} X; Rh3 — sin E{B;} X; Rhs+
+ cos E{A;} cos E{B;} Z; Ri, — sin E{A;} cos E{B;} Z; Ry + sin E{B;} Z; R}; =0 Vi=1,2,

welches nur mittels der Erwartungswertidentitit E{A;}, E{B;},i = 1,2 der Beobachtungen konsistent ist. Insge-
samt liegen vier Gleichungen vor, die erstens in den Unbekannten {z,y, z} (Koordinaten des Neupunktes) linear,
zweitens in den Beobachtungen nichtlinear sind. Ausgleichungstechnisch liegen vier Bedingungsgleichungen (li-
near in den Unbekannten {z,y, z}, nichtlinear in den Beobachtungen {A;, B;} ), vom Typ mit Unbekannten vor.
(Gauf-Helmert-Modell, Allgemeinfall der Ausgleichungsrechnung (E. W. Grafarend 1984)). Da fiir die unbekannten
Erwartungswerte E{A;}, E{B;} der Beobachtungen {A;, B;},i = 1,2 in den Beobachtungen selbst problemlose
Niherungswerte vorliegen, liegt es nahe, die nichtlinearen Beobachtungswerte um die Beobachtungen {4;, B;} zu
linearisieren:

Vi=1,2: A,’:E{A,’}-i-é:a_- , B,'=E'{B,'}+€p‘, (2-—3)

cos E{A;} = cos A; +sin 4; g4,
sin E{A;} = sin A; — cos A; g4,
cos E{B;} = cos B; + sin B; €,
sin E{B;} = sin B; — cos B; g, .

(2-4)

€q, und €, bezeichnen die Mefifehler fiir alle ¢ = 1, 2. In den Beobachtungen linearisiert, lauten die perspektivischen
Gleichungen (2-2)

1. Gleichung

(cos A; cos B; Ri,+ sin A; cos B; Ri, + sin B; Rby)z—
— (cos A; cos B; RYy + sin A; cos B; Ry, + sin B; R,y
+ £4,[sin A; cos B; Rio(z — X;) — cos A; cos B; Rio(z — Xi)—
—sin A; cos B; R} (y — Yi) + cos A; cos B; R, (y — Yi)]
+ €5, [cos A; sin B; Riy(z — X;) + sin A; sin B; Rhy(z — X;)—
— cos B; Riy(z — X;) — cos A; sin B; Ry (y — Y;)—
—sin A; sin B; Ry, (y — Yi) + cos B; R%;(y — Yi)] = cos 4; cos B; (X;Riy — YiRi )+
+ sin A; cos B; (X; Rby — Y; Ry;) + sin B; (X; Rs, — Y; RE)) Vi=1,2

(2-5)
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2. Gleichung:

(cos A; cos B; Ri3 + sin A; cos B; Rb3 + sin B; Rig)z—
— (cos A; cos B; RY) +sin A; cos B; Ry, + sin B; R;)z+
+ €q,[sin A; cos B; Rig(z — X;) — cos A; cos B; Rbs(z — Xi)—
— sin A; cos B; Ril(z — Zi) + cos A; cos B; Ry (2 — Z))|+
+ €g,[cos A; sin B; Rig(z — Xi) + sin 4; sin B; Rys(z — X;)—
— cos B; Ris(z — X;) — cos A; sin B; R{,(z — Z;)—
— sin A; sin By Ry (2 — Z;) + cos B Ry (z — Z;)] = cos A; cos By (XiRi5 — Z; Ry, )+
+ sin A; cos B; (X;Ry3 — ZiRy,) +sin B; (X;Ri3 — Z;Ry,) Vi=1,2.

In den vier linearen Gleichungen (2-5) machen die Terme, welche die Mefifehler €4, und eg, enthalten, die Wider-
spriiche w , o(w) =4 x 1, aus. D. h., daB unsere Gleichungen (2-5) vom Typ

Ax+w=f(Y) (2-6)

sind, welche sich nach dem Unbekanntenvektor x = [z, y, z]T mittels der Zielfunktion w7 P, w = min zu

%= (ATP, AL AT P, f(Y) 2-17)

als Funktion f(Y) des Beobachtungvektors Y = [Aj, By, A2, B2]T auflésen lassen. Sind die Unbekannten x =
[z,y, z]T (kartesische Koordinaten des Neupunktes) bekannt, so folgt der Fehlervektor € = [ga,, £, , €ay,,€5,]T direkt
aus der Gleichung

B(X) £ =W (2-8)
2= [BE)] W . (2-9)

Damit ist auch der photogrammetrische dreidimensionale Vorwiartsschnitt geschlossen gelést. Eine Linearisierung
in den unbekannten kartesischen Koordinaten des Neupunktes war nicht erforderlich. M. E. ist mit dieser L&-
sungsstrategie ein besonderer Vorteil verbunden, da i. a. keine zuverlassigen Neupunktniherungskoordinaten (Da-
tumproblem!) vorliegen.
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