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J. van Mierlo

FEHLERSUCHE UND ZUVERLASSIGKEIT IN GEODATISCHEN NETZEN

Bei der Punktbestimmung in Verdichtungsnetzen werden in der Regel die Koordi-
naten der AnschluBpunkte als endgliltig und fehlerfrei (nicht stochastisch)
angesehen, Die Koordinaten einmal bestimmter Punkte werden durch eine Netz-
verdichtung nicht gedndert. Diese Methode des Aufbaues geoddtischer Netze ist
noch immer von grofer praktischer Bedeutung. Durch die neueren Messungen wird
Tediglich Uberpriift, ob Lageverdnderungen einzelner AnschluBpunkte vermutet
werden mUssén, welche deshalb nicht Tdnger als unverdndert beibehalten werden
kdnnen.

Fiir die Priifung der Festpunktkoordinaten bendtigen wir deren Kovarianzmatrix.
Diese Matrix ist im allgemeinen nicht bekannt. Jedoch besteht nun die Mdglich-
keit, die Kovarianzmatrix durch ein geeignetes Modell zu ersetzen, womit Aus-
sagen liber Fehler in den Festpunktkoordinaten recht gut moglich sind. Mit Hilfe
statistischer Tests konnen wir die Messungen kontrollieren. Die Tests sind u.a.
abhdngig von der (a priori) Kovarianzmatrix. Die Beobachtungen (Richtungen,
Strecken) und die Festpunktkoordinaten sollen aufgrund der Kenntnis ihrer Ko-
varianzmatrizen - wenn méglich -~ getrennt gepriift werden: Die Kovarianzmatrix
der Beobachtungen ist im Gegensatz zur Kovarianzmatrix der Festpunktkoordinaten
einfacher und i. a. zuverldssiger zu ermitteln. Auf diese Weise wird erreicht,
daB wir mit kontrollierten Beobachtungen die Festpunktkoordinaten priifen kGnnen.
Nach dieser Prifung werden die Koordinaten der Neupunkte berechnet, wobei sich
die Festpunktkoordinaten nicht dndern.

Nicht nur Angaben zur Zuverldssigkeit der Beobachtungen, der Fest- und Neupunkt-
koordinaten sind erforderlich, sondern auch Angaben zur Genauigkeit der Neu-

und Festpunkte. Die Kovarianzmatrizen der Koordinaten der Neu- und Festpunkte
werden zur Bestimmung der duBeren Zuverladssigkeit bendtigt. Sollte bei der Be-
rechnung der Kovarianzmatrix der Neupunkte die Kovarianzmatrix der Festpunkte
nicht beriicksichtigt werden, wdre die berechnete Kovarianzmatrix zu optimistisch
und nahezu ohne Bedeutung.

Wenn moglich, muB man die Priifung der Festpunktkoordinaten und die Priifung der
Beobachtungen nach einer gemeinsamen Ausgleichung vermeiden. Das bedeutet fiir
den Netzaufbau, daB die Koordinaten aller Punkte in einem lokalen Koordinaten-
system zu berechnen sein missen (freies Netz). Die Beobachtungen werden dann

in einer ersten Stufe der Ausgleichung iiberpriift (freie Netzausgleichung). In
der zweiten Stufe der Ausgleichung werden die Festpunktkoordinaten kontrolliert
(AnschluB an die Festpunkte). Ist ein derartiger Netzaufbau z. B. aus finanzi-
ellen Griinden nicht durchzuflihren, dann sind die Fehler in den Beobachtungen
und den Festpunktkoordinaten nicht immer oder schwierig zu trennen.
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Der Ausgleichungsansatz

Die Ausgleichung kann nach bedingten oder vermittelnden Beobachtungen erfol-
gen. In der heutigen Praxis werden beide Verfahren angewandt, obwohl die Aus-
gleichung nach vermittelnden Beobachtungen den Vorzug genieBt. Fiir die Loka-
lisierung der Fehler ist eine bedingte Ausgleichung sehr geeignet, weil dije
Widerspriiche die Fehlersuche erleichtern: Die TestgrdBen sind alle von den
Widerspriichen abhdngig.

Im folgenden beschridnken wir uns auf zweidimensionale geoddtische Netze. Die
Obertragung der Gedanken auf ein- oder dreidimensionale Netze ist nicht schwie-
rig. Ein Verdichtungsnetz besteht aus Fest- und Neupunkten. Die notwendigen
Messungen zur Berechnung der Neupunktkoordinaten bilden einen Beobachtungs-
vektor 1, dessen Kovarianzmatrix K11 wir als bekannt voraussetzen.

K = o? Q : stochastisches Modell
11 o 11

°§ : Varianzfaktor

Die Kovarianzmatrix der Festpunktkoordinaten 1F bezeichnen wir mit KFF’ sie
wird ebenfalls als bekannt vorausgesetzt. Die Festpunktkoordinaten 1F und die
Beobachtungen 1 korrelieren i.a. nicht.

Die Gesamtkovarianzmatrix K lautet dann

stochastisches Modell (1)
11
Den Unbekanntenvektor X, der die Koordinaten sdmtlicher Netzpunkte enthidlt,

kénnen wir in zwei Subvektoren aufteilen (die Orientierungsunbekannten usw.
sind eliminiert worden).

el

F + Festpunktkoordinaten

X = ) (2)
%N + Neupunktkoordinaten

O .
Bezeichnen wir die Ndherungswerte mit ]F’ 10 und Xps Xy» SO erhalten wir das
tinearisierte funktionale Modell mit

t

T = 1 + 41 X, = x0 + aX%
) N N N (3)
1F = 1F + A'IF : XF Xp + AXF
ATF = A%
A% (4)
- ~F
T = (Ap Ay |8
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Setzen wir in (4) i} = 0, d. h. die Festpunktkoordinaten werden nicht
stochastisch angenommen, so erhalten wir das einfache funktionale Modell

Al = AN AXy (5)

Dieses Modell wird i. a. zur Berechnung der Neupunktkoordinaten angewandt.
Die Neupunktkoordinaten ergeben sich dann aus der Ausgleichung nach ver-
mittelnden Beobachtungen

siy = (AN Py Ay AL Pyl (6)
mit Py o= Q”_1 (Gewichtsmatrix) (6a)

Die berechnete Kovarianzmatrix der Neupunktkoordinaten

2 T -1
5, (Ay Py Ay (7)

ist von geringer Bedeutung: Die Fehlerellipsen der Neupunkte sind alle
zy klein !

Setzen wir

-1
= (AT T .
B o= (Ay Pyy Ay) Ay Py, (8)
so ergibt sich
A;(N =B Al . (9)

Flir die Berechnung der Kovarianzmatrix der Neupunktkoordinaten miissen
wir die Kovarianzmatrix der Festpunkte beriicksichtigen. Zur Anwendung
des Fehlerfortpflanzungsgesetzes schreiben wir dazu, siehe (4), (5),

Axy = B (A1 - Ap AlL) (10)
Aus (10) und (1) folgt
2 K T, oT
% QNN = % B (%yy * Ap % Ap) B
Setzen wir

B0y B - Qg =0 (11)
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S0 erhalten wir

2 2 2

00 QNN = co (QNN)QFF =0 + OO AQ (12)
mit
2Q = B Ap Qg AT BT | (13)

AQ ist der EinfluB der Festpunktkoordinaten..

Die Neupunktkoordinaten korrelieren nun mit den Festpunktkoordinaten.
Aus (10) folgt mit (1)

2

o 2
o] QXN’ XF = - 00 B AF QFF . (14)

Die Kovarianzmatrix der Neu- und Festpunktkoordinaten erhalten wir aus
(1), (12), (13), und (14)

T T
2| Qe " Qpp Ap B
o, : (15)
"B Qpp (Quylg -0 * A0

Setzen wir in (15) QFF = 0, so erhalten wir die noch viel in der Praxis
gebrauchte Kovarianzmatrix, welche zu einem zu optimistischen Resultat
fiihrt (vgl. Baarda 1956, 1967).

Die allgemeine gewichtete Fehlerquadratsumme, 2 (weiter der Kiirze halber
Fehlerguadratsumme genannt), welche aus der Ausgleichung von (5) ermitteit
wird

Tp

Q=v Py | (16)

mit

v = A - 41 und

N AXN
- -1
P1p = Oy ’

2
konnen wir zur Priifung des Varianzfaktors o nicht anwenden. Verwenden wir
die TestgroBe

2 u: Anzahl der Unbekannten (17)
n-u 0 n-u, n: Anzahl der Beobachtungen
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.dann wird beim Testen die Nullhypothese Ho’ d. h. das funktionale Modell
und das stochastische Modell, wegen Vernéch]ﬁssigung von QFF zu oft abge-~

lehnt (vgl. Baarda 1967 § 3.3, Effects of the assumption of a covariance
matrix).

Das funktionale Modell (5) diirfen wir nur zur Berechnung der Neupunktko-
ordinaten anwenden, zum Testen muB dagegen das funktionale Modell (4) ver-
wendet werden, ‘

Die Gleichung (10) dient auch zur Berechnung der duBeren Zuverldssigkeit.
Die Auswirkung eines Fehlers vli in der Beobachtung 11 auf die Neupunkt-
koordinaten ist

VXN,i = B V11.. (18a)
Die Auswirkung eines Fehlers V]F i ist
VXN,j = - B AF V]F,j' (18b)

Ein Zuverldssigkeitskriterium erhalten wir aus "der gewichteten Norm des
Koordinatenverfdalschungsvektors". Dazu missen wir die Kovarianzmatrix (15)
anwenden.

Beispiel Vorwdrtsschnitt

Ein Beispiel wird den Sachverhalt verdeutlichen. Es sei ein ebener Vorwdrts-
schnitt mit einer iberschiissigen Beobachtung angegeben. Korrelationen werden
nicht angenommen. Die Standardabweichung der Winkel sei

A[< _______ 3 %81 " %8y %83 %8
N pb ‘
AN Fiir die Kovarianzmatrix der Festpunktko-

AN : ordinaten der Punkte 1, 2, 3 nehmen wir
N einfachheitshalber eine Diagonalmatrix
N mit gleichen Diagona]e]emen;en d?2. Die
N ‘ Festpunkte und der Neupunkt bilden etwa
ein Quadrat mit den Seiten s. Da nur eine
1 ti\& B B2 Bedingungsgleichung vorliegt, sind die
TestgrioBen %V alle identisch, obwohl die
Abb. 1 Redundanzanteile verschieden sind.

Die Bedingungsgleichung lautet:

24k 2,3 243
Tn —— + ITn —>— -In —>— 0. (19)
$2,1 Sa,4 $2,1
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Die ersten beiden Verhdltnisse werden mit dem Sinussatz berechnet, das letzte
Verhdltnis folgt aus den Koordinaten der Festpunkte. Die linearisierte Bedin-
gungsgleichung erhdlt bei Vernachlidssigung von d2 folgende einfache Gestalt:

NE, + 2 8B, - 2B, =0 . (20)

Die Varianz des Widerspruches y ist also

2 2
gy = 6 g (21)
und die TestgroBe ist schlieBlich
ooy L o
w o= ;; = ;;73 = ;;: fir i = 1,2,3 (22)

Als Nullhypothese Ho wird angenommen, daB die Erwartungswerte é:, é;, und é; die
Bedingungsgleichung erfiillen., Die Nullhypothese wird abgelehnt fiir den Fall

Floa : = X ) oder
o]

QI‘<
< N
v

(22a)

Die Wahrscheinlichkeit fir einen Fehler 1. Art ist die Signifikanzzahl o

Angenommen, die Beobachtung B, (i = 1,2,3) sei um einen Betrag VBi falsch, dann
gilt

i=1 v = VB
i=2 vy = 2VB, (23)
i=3 vy = VB3

Das Signifikanzniveau 1-ao und die Mindestsicherheit B, (Macht) des Tests legen
den Nichtzentralitdtsparameter i fest. Zum Beispiel

fiir a, = 1% und B, = 80 % st Ay = 17.

Es sei
(24)

)‘o =2 (ao i Bo)
und

Vo¥ V.Y

oy Yo

= 1956, 1967

X, “‘:;r“‘ {vgl. Baarda )
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woraus folgt

vY = o, /3. (25)

Die Grenzwerte fiir einen Fehler v.8; (i = 1,2,3) lassen sich aus (23) und (25) er-
mitteln. Wir erhalten

VOB1 - Y f}\o

1 —
VB2 = O i,
V063 = gy /3\0

. 2 2 .
oder mit o, = 6o und VA = &, . (26)
60 . 1
v.B1= VB3 = o - -t (Redundanzanteil £ )
3
(o] . .Ii
VB2 =g - T (Redundanzanteil 7 )
3
v y
Die Grenzwerte sind verschieden, aber die TestgriBe T kann einen Fehler
nicht lokalisieren. Vi y
-5

Falls wir A, o= 17 und og = 10 Rad. wdhlen, ist
vV B =V B3 = 6,4 mgon
0Pl T V. b3 d (27)

Vv By = 3,2 mgon

o]

Diese Grenzwerte sind zu klein, weil wir die Kovarianzmatrix der Festpunktkogrdi—
naten vernachldssigt haben. Die linearisierte Bedingungsgleichung wird mit d # O:

A’El + 2 Aaéz - A~3 +
X2,1 = Y2,1 o X2,1 t Y2, -
+ > At T Ay +
(s2,1) (s2,1)
X2,3 = Y2,3 o X2,3 +¥2,3 (28)
T T Mg - 5, Ays +
(s2,3) (s2,3)
:XZ’I +t Y21 X2,3 = ¥2,3
+ o | ix +
(s2,1) (s2,3)?
J
“X2,1 ~ Y21 X2,3 + Yz,; ~
+ 2 ay; =0
(52,10 7 (s2,5)"
L 2,1 2,3
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Die Varianz des Widerspruches wird jetzt

2—62 82 29
%y T bog *H (29)

S

wobei s =s; 5 =55 3.

L]

2
Fir den Fall d = 0 erhalten wir (21).

-5
Setzen wir z. B. d =1 ¢cm, s =1 km, Ao =17, Op = 10 Rad., so erhalten wir
VB =V B3 = 9,8 mgon
[o] [o] (30)
VB2 = 4,9 mgon

Wir bemerken, dafl die Grenzwerte aus (30) gréBer als die Grenzwerte aus (27) sind.
Bei Berlicksichtigung der Kovarianzmatrix der Festpunkte wird die Testgrofe %
kleiner, d. h. das Risiko, daR die Nullhypothese verworfen wird, wenn keine Fehler
vorliegen, ist geringer.

Die Grenzwerte fiir einen Fehler in einer der Koordinaten, z. B. Vo X1s konnen wir
berechnen aus

v = v A = ———
y 9y o (52’1) VX1
oder
Ay '
= .. — ™
v X S).1 Iy T sin2e, s ¢2,1 g (31)

In dhnlicher Weise kdnnen wir die Grenzwerte der ilibrigen Festpunktkoordinaten be-
rechnen.

Nehmen wir weiter an ¢, ; = w/2, so erhalten wir filr die Kovarianzmatrix des
Neupunktes ohne Beriicksichtigung der Festpunkte:

2
o Ix y 0.83 -0.17 ]

Xy u’y
-0.17 0.831 (32)

a a 2
YyXy ,Y,_*

Diese Kovarianzmatrix ergibt sich aus der Ausgleichung nach dem funktionalen
Modell (5)

—

AB 0 - ~
5= 105 0.5 "X (33)
Ca| : AY,
83 1
wobei KE ¢ rad
~ ~ = 5
AX, s Y, km 10°cm
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Dieses Modell (33) dirfen wir nur zur Berechnung der Koordinaten des Neupunk tes

.anwenden, nicht zur Berechnung der TestgréBen W, = %i— =L und der Grenzwerte
. (e}

Ve (27). Vi

Das funktionale Modell aus (4) ist fir diese Berechnungen erforderlich. Wir er-
halten

(A1F)T = (8X1, AY1, 8X2s AYps AX3s AYg)T
A;l(l
- , £y
AB, 1 1 -1 0 0 0:0 -1 .'1
! ;

2| ={-1 0 0.5-0.5 0 0,0.5 0.5 . “

£83 0 0 0 1 -1 -111 0 £y3
AA)-ZL*
A b Ay 89y

Den Zuschlag aQ aus (13) konnen wir zunichst mit dem stochastischen Modell

2 A
d
2
o0 d 0 0
0 .o
°d
1 0
0 ol 1
(35)
berechnen.
17 -4
. 5 _ 1 2
Es sei 0,580 = g d {4 29

Setzen wir d = 3 ¢cm, so erhalten wir filir die Kovarianzmatrix des Neupunktes mit
Berlicksichtigung der Festpunktkoordinaten

2
o o 17.83 -4.17
Xy Xy Yy (36)
2 =
Ty, Oy ~-4.17 29.83

Die Fehlerellipsen aus (32) und aus (36) sind in Abb. 2 dargestellt. Die Matrix
aus (36) miissen wir zur Berechnung des Zuverlédssigkeitskriteriums 80’1 (vgl.
Baarda 1976,1977) anwenden. Aus diesem Beispiel wird deutlich, wie.stark die Ge-
nauigkeits~ und Zuverldssigkeitsangaben vom Modell und vom Rechenverfahren ab-
hangen.

Der Statistische Test

Als Nullhypothese wird angenommen, daB die Beobachtungen feh]erfrei seien, ihre
Erwartungswerte die Bedingungsgleichungen erfiillen und weiterhin die Beobachtungen

- van Mierlo 9 -



Vortrage des Lehrgangs Numerische Photogrammetrie (1V):

Grobe Datenfehler und die Zuverlassigkeit der photogrammetri_sckfgb Punktbestimmung, Stuttgart 1980.
Institut fir Photogrammetrie der Universitat Stuttgart

Schriftenreihe, Heft 7, 1981

mit angenommener Kovarianzmatrix normalverteilt seien. Die Alternativhypothese
-Ha lautet: Die Beobachtung 11 ist um einen Betrag vi; falsch oder

E(1|Ha)'= E(]IHO) e, v (37)
X T - co
mite, = (0O 0.... 10 0).

Wir testen die Hypothese, daB kein Fehler vorliegt. Mit der TestgroBe

V~
W‘i = __1_
g
Vi
kann diese Annahme filr den Fall, daB die Beobachtungen nicht korrelieren, lberpriift
werden. Fiihrt der Test zur Ablehnung von Ho’ so entscheiden wir uns fir die Alterna-

nativhypothese.

Die Bedingungsgleichungen seien

U(l - a;) =0

(38)
Die Widersprliche seien
y = U1 -a)) .
Unter der Nullhypothese H0 gilt fir die Erwartungswerte
E(y) =¥ =0
und unter der Alternativhypothese Ha
E(ylHa) = Ay = Ue, v (v ist ein Skalar). ((39)

Baarda transformiert die Widersprliche in solcher Weise, daB der Fehler V]i nur
in einem der transformierten Widerspriiche zum Ausdruck kommt. Wir nehmen an, daB
es durch Umnumerierung immer moglich ist, daB ]n die Beobachtung ist, welche ge-
testet werden soll1. Schreiben wir demnach

—_
i
—

o

s 1) mit (40)

—_
n

(11, 155 13... ]n-l) .
so kdonnen wir die Bedingungsgleichungen in folgende zwei Gruppen zerlegen:
- ao) =0 + Widerspriiche yi

- S ~ . (41)
1 1. =0 > Widerspruch y2
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Die 2. Gruppe besteht nur aus einer Bedingungsgleichung. Die Beobachtung ]n-
tritt in der 1. Gruppe nicht auf. Ein Fehler vln hat auf die Widerspriiche ¥q
keine Auswirkung. Unter der Alternativhypothese gilt

vy, = 0 (42)

Vy, = Up

In bekannter Weise erhalten wir

1 @
2 5 |Hy o= Fo o
of (43)
1 193 '
2 b | H, = F, e,
o
mit g = yT Pyy'y (Fehlerquadratsumme)
b : Anzahl der Bedingungsgleichungen
A : Nichtzentralitatsparameter
1 T
A = —_ . P
o2 1T Ty W (44)

Pyy: Gewichtsmatrix der Widerspriiche

Bei der gruppenweisen Ausgleichung gelangen wir zum selben Ergebnis wie bei der
Ausgleichung in einem Guf. Die Ausgleichung der 1. Gruppe fiir sich allein liefert
die Fehlerquadratsumme

- T (45)
Q- \A PY1¥1 Y1
mit Pylylz Gewichtsmatrix der Widerspriiche y;
Aus der Ausgleichung der 2. Gruppe erhalten wir
Q2 = Y2 P2 Yo (46)

mit pp, : Gewicht des Widerspruchs y, nach der Ausgleichung der 1. Gruppe.

' 2
Aus @; kdnnen wir einen Schdtzwert fiir den Varianzfaktor o, ermitteln.

52 28 (47)

g, = —=

b-1

Dieser Schitzwert: wird durch die Alternativhypothese (42) nicht beeinfluft.
Unter Ha gilt auch

‘.2
g1
- [ H = Fyya
ag
o]
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Es ergibt sich auch ein Schitzwert aus der 2. Stufe der Ausgleichung

a2
0g = Qo = Py Yo VYa3.

Unter der Nullhypothese Ho gilt

1 2 )
> 0 % [ Hyea= Ry
g
0
. (49)

oder [y, | 2 5

—] | H, = x1 = F

0y2 [o] 9

Unter der Alternativhypothese Ha gilt

1 ' 12
——; . Q2 [ Ha .=.F1,uo;>\ = X1y A
% ; (50)
oder |y, |2 ,
o TR = FLen
2
2
" 1 VY2
mi A= T2 T Vyy p2 Vyp={— | .
o2 o (51)
o Y2
2

: . c a2
Wir haben nun die Teststat1st1k(g——) erhalten, die bereits Baarda angegeben
hat (vgl. Baarda 1968). Y2 ’

Die Beobachtung 1n wird getestet mit

Ya (52)
W= =,
n oy, .
. Vi .
und i. a, W, o= ;;— (i =1...n) , (53)

wobei v, aus der Ausgleichung in einem GuB berechnet wird (vgl. Baarda 1968).

Wie wir festgestellt haben, wird @; nicht durch den Fehler Vi, beeinfluBt. Aus
diesem Grunde ist es moglich, eine andere Teststatistik zu verwenden. Wir bil-
den die Teststatistik (vgl. Baarda (1960), Heck (1980))

92 - = = ¢2
e S| (54)
1 b1

Die Zufallsvariable tb_1 hat die Studentsche t-Verteilung mit b-1 Freiheitsgraden.

Die Berechnung von @; ist recht einfach.
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Es sei

@ = Q1 + Qs

wobei 9 aus der Ausgleichung in einem GuB folgt. Fiir unkorrelierte Beobachtungen
geht die Teststatistik (54) Uber in

V.
= _ i s
Wi = o= firi=1...n _..n (55)
V.
i
" 2 2 0
m g = 014
V. 1 .
i VY
worin

Qvivi der Gewichtskoeffizient der Verbesserung vy ist.

Die Teststatistik Wi hat also eine t-Verteilung von Student mit b~1 = n-u-1
Freiheitsgraden. Die Begriindung fiir den Test mit der t-Verteilung geht eigent-
lich auf Baarda zuriick (vgl. Baarda 1956, 1960, 1967). Mit wachsender Anzahl Be-
dingungsgleichungen strebt die Verteilungsfunktion der t-Verteilung gegen die
Verteilungsfunktion der Normalverteilung mit dem Mittelwert 0 und der Varianz 1.

Fiir korrelierte Beobachtungen hat die Teststatistik Wi auch eine t-Verteilung.
Es ¢gilt

e. P]]v

W. =

1 . (56)

- T
1, Vei Pir Quy P17 &

Die Berechnung von 81 i oder 2 5 ist recht einfach. Es sei

D=0 gt 9 i=1...n (57)

wobei @ aus der Ausgleichung in einem GuB ermittelt wird. Es ist richt notwendig,
daB o aus einer bedingten Ausgleichung berechnet wird, eine vermittelnde Ausglei-
chung ist ohne weiteres mdglich. Die Berechnung von @, ; ist nach (49)

2

92,1 = OO W_iw_l i=1 w

mit | (58)
e, PH v

W.i =
% /N;

mit

N, = el P Q,, P :

i % T Nwv 11 & e (59)
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Flir unkorrelierte Beobachtungen gilt

2V12 ,
Q2,1 = o E“) (i =1...n) (60)
V.
i
Mit (57) und (58) erhalten wir Q1,i = 2 - Q2 4

woraus folgt

a2 Q1,4

°1,i T BT (61)

womit wir die Teststatistik Qi aus (56) berechnen kdnnen. Die praktische Bedeu-
tung dieses Tests ist noch nicht vol1lig klar. Die Unsicherheit liber den Wert des
Varianzfaktors wird mit diesem Test zwar eliminiert, die Unsicherheit liber die
Gewichtskoeffizientenmatrix ist damit aber nicht aufgehoben (vgl. Baarda (1967)).
Die Macht des Tests ist bei der t-Verteilung einfach zu berechnen.

Die Teststatistik
V.

Ta = ol (62)
i 5,
;
mit
R 2
v. = 9 Q. und
j ivi
a2 0
g - b " n-u

hat die Tau-Verteilung (vgl. Pope (1975)).

A2 a2 .
Im Gegensatz zu o;,j aus (61) ist der Schétzwert ¢ unter H, . verfdlscht. Die
Berechnung der Macht des Tau-Tests ist sehr kompliziert.

Die Teststatistik von Baarda (58) und die Teststatistik (56) haben aus diesem

Grunde einen Vorzug. Die TestgroBe, die Baarda angegeben hat, werden wir weiter
anwenden.

Gruppenweise Ausgleichung eines Lagenetzes

Angenommen sei, daB wir alle Beobachtungen ohne Hilfe von Festpunktkoordinaten.
prifen kdonnen. Die linearisierten Bedingungsgleichungen kdonnen wir in zwei Gruppen
einteilen.

(63)

1
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. ~ ”
Darin bedeutet 1, den Vektor der Erwartungswerte der Beobachtungen und 1, den
Vektor der Erwartungswerte der Festpunktkoordinaten. Wir gehen aus von korre-
lierten Beobachtungen. Gegeben sei die Kovarianzmatrix

o : (64)

Die Ausgleichung der 1. Gruppe

Die Beobachtungen 1; werden mit Hilfe der Ausgleichung der 1. Gruppe geprift.
Einen Schétzwert fiir den Varianzfaktor erhalten wir aus
.2 1

1

= b_l- s (65)

b, ist die Anzahl der Bedingungsgleichungen der 1. Gruppe. Die aus der 1. Gruppe

hervorgehenden ausgeglichenen und akzeptierten Beobachtungen werden in die
2. Gruppe eingesetzt. Fiir die Prifung der Festpunktkoordinaten sei Qy,2 # 0. Die
Fehlerquadratsumme aus der Ausgleichung der 2. Gruppe bezeichnen wir mit Q,.

Fiir den Fall

2

- = F > Fi_y - b .

b200 b2, @572 (66a)
oder 3

Q2 2

—_ — = F

b2 " b bpsby 7 Fi-asbz, by (66b)

wird die Nullhypothese abgelehnt, d. h. im allgemeinen werden dann Fehler in den

Festpunktkoordinaten angenommen,.

Ist b, = 1, so erhalten wir den besonderen Fall, der zum Studentschen Test fiihrt

(siehe (54}).

Priifung der Festpunktkoordinaten

Die Alternativhypothese Hy j lautet: die Koordinate x.(yj) eines Festpunktes Pj

ist um einen Betrag Vx (Vy ) falsch oder zerstort.

- van Mierlo 15 -
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Die entsprechende Teststatistik wird mit

v
X1 Vxl
'y Yy,
VXz sz
- -1
Yy, = Q22 Yy, (67)
Vyk VXk
v v
| Yk Yk
ZUu ij
Wj = o J=1...k
X5 (Kontrolle xj)
68
und T/ ( )
' Yj
Wj = o (Kontrolle yj) .
Yj

Die TestgrdBen aus (68) sind von der angenommenen Kovarianzmatrix der Festpunk-

te stark abhdngig. Die Grenzwerte der Festpunktkoordinaten hdngen gleicherweise

von cg Q,, ab. Wir werden diese Abhdngigkeit anhand eines Beispiels spater ver-
deutlichen.

Es ist auch mdglich, die folgende Hypothese zu priifen: die beiden Koordinaten

Xs: und Yj eines Festpunktes Pj sind um einen Betrag VX und vYj falsch.

J
Schreiben wir

VX3

io=k Wy

dann kdnnen wir die Teststatistik von Baarda anwenden (vgl. Baarda (1968),
van Mierlo (1977)). Wir setzen nun voraus, daP die Konstante k unbekannt sei.

>

’

Der Punkt Pj hat einen Anteil an @2, . Dieser Anteil sei Qé.j. Im Prinzip kon-
nen wir diesen Anteil aus einer Ausgleichung mit und ohne Teilnahme von Pj er-

mitteln
]
82,5 = 2(mit P;) ~ “2(ohne P;) (69)

Mit o, ; ist eine neue Teststatistik zu bilden (vgl. Pelzer (1974), Koch (1979))
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Qz’ 1
e F2ye

2
20

¢}
oder
Q2,j Q1 + Q5

2 / b1+b2"2 = F29b1+ b2'2

Die TestgroBen (70) sind invariant gegeniiber einer S-Transformation. Unter der

Alternativhypothese Haj erhalten wir
92 j
__’__ |H . = Fé,“,)\' (71)
202 al J
o]
mit
Ll T 3
O'O Vyj .yJ'

ij in (72) ist die Gewichtsmatrix der Widerspriiche (Klaffungen) im Festpunkt Pj,
welche nach dem AnschluB an die iibrigen Festpunkte hervorgerufen werden. Die
Mindestsicherheit {(Macht) des Test B hdngt von o und Aj ab.

Q. .
8, = P (221 , F |

Has ) (73)

Falls wir fiir Bj einen Wert Bo annehmen, kdnnen wir auf einen Wert fiir den
Nichtzentralitatsparameter schlieBen:

A, =4 (o8). (74)

0

(74) mit (72) gibt

L X, VX
2 J P.. J1 = A '
g V,YJ- JJ V.YJ' o’ (75)

0o

Grenzwerte flir e ne Punktzerstdrung lassen sich ohne weitere Annahme aus (75)
nicht berechnen. '75) ist die Gleichung einer Ellipse. Setzen wir

X, = kvy. (76)

so konnen wir die entsprechenden Grenzwerte berechnen. In Abb. 3 sind diese
Grenzwerte und die Ellipse aus (75) dargestellt. Wir konnen diese Ellipse als
"Grenzwertellipse"™ oder "Nablaellipse" bezeichnen (vgl. van Mierlo (1978)).
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b & voX'-'kvoy

Lx Yoy

Abb.3 Grenzwertellipse

In jedem Festpunkt kdnnen wir eine Grenzwertellipse darstellen. Diese Ellipsen
zeigen, wie gut die Festpunkte in verschiedenen Richtungen kontrolliert sind.

Fir (70) schreiben wir mit

T
8% ) B%;
3d
4 Ay (77)
J Fo o
7 = ’
20
(o]
wobei X3 und Yj die Widerspriiche in Pj sind, siehe (72).
Die Nullhypothese wird abgelehnt fiir den Fall
1 AX.T AX s
—_ J J
s Pss > 2 Fiog;2,® . (78)
00 ij ij

Wir kdnnen (78) als eine "Konfidenzellipse" bezeichnen. Diese Ellipse ist &hnlich
der Grenzwertellipse (75).

In der Praxis werden hauptsdchlich die Testgrofen (68) verwendet. Die TestgroBe

(70) oder (77) wird bei der Analyse von Deformationsmessungen verwendet, siehe
z. B. Pelzer (1974), Niemeier (1979), Koch (1979).

Der EinfluB der Kovarianzmatrix der Testpunkte auf das Ergebnis. Beispiel

Bei dem Netz, Abb. 4, handelt es sich um ein Polygonnetz 4. Ordnung. Das Netz .
enthdlt 10 geschlossene Polygonzlige und 6 Festpunkte. Die Netzausgleichung kdn-
nen wir in zwei Gruppen ausfiihren. In der 1. Stufe der Ausgleichung handelt es
sich um 30 Bedingungsglefchungen: in jedem geschlossenen Polygonzug 3 Bedingungs-
gleichungen.
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Angenommen sei o

r = 1,0 mgon a =1
[o]
s 1 cm g =80

o]

5

a

N

Die gemessenen Richtungen und Strecken werden, wo mdglich, in der 1. Stufe der
Ausgleichung gepriift. Fehler in den Beobachtungen konnten nicht erkannt werden,
In Tab. 1 ist das Ergebnis des Tests fiir einige Beobachtungen dargestellt,
siehe Spalte 2 und 3,

1. Stufe 1. + 2. Stufe
w vl w vl
r19,5 - 0,75 66,7 5,1 59,8
r27’29 0,5 68,1 2,2 66,8
r13’1 0,8 91,0 14,5 80,6
7,17 - 0,3 78,1 6,1 70,6
519,5 - 0,4 7.9 - 5,5 7,1
541’37 - 0,6 7,7 - 1,6 7,5
$7,9 0,7 9,4 5,4 9.3
547’23 1,5 7,9 2,1 7,9
Q 16,2 1348,6 (Festpunkte
nicht stochastisch)

2 2

g /00 0,54 35,49

Tab. 1 TestgroBe und Grenzwerte eines Lagenetzes

Mit den ausgeglichenen Beobachtungen werden in einem 6rtlichen System die Ko-
ordinaten aller Punkte berechnet, worauf das Netz durch eine Bhnlichkeitstrans-
formation an die Festpunkte 1 und 103 angeschlossen wird. Dadurch entstehen i.a.
an den iilbrigen AnschluBpunkten Klaffungen. Nach der 2. Stufe der Ausgleichung
sind diese Klaffungen nicht mehr vorhanden. Zuerst miissen die Koordinaten der
AnschluBpunkte gepriift werden. Dazy ist eine Kovarianzmatrix der Festpunkte er-
forderlich. Wir nehmen hierfiir die Kriterienmatrix von Baarda: die Punktfehler-
ellipsen und die relativen Fehlerellipsen sind Kreise mit verschiedenen Halb-
messern (vgl. Baarda (1973)). Die GroBe dieser Halbmesser kdnnen wir durch die
Wahl verschiedener Parameter, mit denen die Kriterienmatrix berechnet wird,
dndern. Beschrinken wir uns auf einen Parameter c?.

Die GroRen der Halbmesser der Fehlerkreise sind proportional zu c.
Fiir ¢2 = 0 wird die Kriterienmatrix zur Nullmatrix (vgl. Baarda (1973), (1977).
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Nach einigen Proberechnungen fiir Verdichtungsnetze 4. Ordnung wird festgestellt,
daB c2 = 10 ein reeller Wert ist. Die Kriterienmatrix von Baarda mit c2 = 10

wird in diesem Beispiel angewandt zur

- Prifung der Festpunktkoordinaten und Berechnung der Grenzwerte dieser
Koordinaten

- Prifung der Beobachtungen und Berechnung der.entsprechenden Grenzwerte
- Berechnung der Verbesserungsvektoren der Koordinaten infolge des Anschlusses

- Berechnung der Fehlerquadratsumme Q,
Die Grenzwerte der Richtungen und Strecken werden bei einer Gesamtausgleichung

kleiner (vgl. Baarda (1968)). Die Redundanzanteile werden groRer oder identisch,
aber niemals kleiner. Es gilt

Als TestgroBe verwenden wir zuerst, siehe Tabelle 2,

N

% 1 g,
T gt 676 > P
o] o)

Zwei Festpunkte werden verworfen, die Punkte 9 und 107. Voraussetzung ist, daB

o

c2 =10 einen reellen Wert darstellt.

Fir ¢2 =1, ¢2 =0,1 und c¢c2 =0 sind die TestgrbBéﬁ~Wffﬁr die Festpunktkoor-
dinaten, die Richtungen und Strecken berechnet. Die Koordinafén\der Festpunkte

9 und 107 werden fiir alle c2?-Werte verworfen, aber auch andere Kbordinaten werden
abgelehnt. Bei einer Sesamtausgleichung wird sogar bei ¢2 =1 die Richtung 13-1
verworfen. Der Schéatzwert fiir die Gewichtseinheit oder den Varianzfaktor wird bei
kleinerem Wert von c2 grofer. Im Fall c¢?2 = 0 kOnnen die Festpunktkoordinaten nicht
gepriift werden. Obwohl keine Beobachtungsfehler vorliegen, wird wegen ¢2 =0 auf
Beobachtungsfehler geschlossen, siehe Tab. 1. Der Schitzwert G2 ist bei c2 =0
ohne Bedeutung !

Fiir die Berechnung der Koordinaten der Neupunkte miissen wir ¢2 = 0 setzen. Die
Koordinaten aus der 1. Stufe der Ausgleichung werden durch diesen AnschluB3 ver-
bessert. Die Verbesserungsvektoren sind in Abb. 7 dargestellt. Zusdtzlich sind
die Verbesserungsvektoren infolge einer Helmerttransformation in Abb. 8 darge-
stellt. Die Koordinaten mit ihrer Kovarianzmatrix hdngen vom Rechenverfahren ab.

Moglicherweise miissen die Beobachtungen und die Festpunktkoordinaten getrennt ge-
priift werden, besonders wenn kein guter Ersatz flir die Kovarianzmatrix der Fest-
punkte zur Verfiigung steht.
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1 2 3 4 5 6 7
Koordinate 1.2+ 2. Stufe 1.2+ 2. Stufe 1.2+ 2. Stufe
c =10 c =1 c = 0.1
Richtung
Strecke w vl w vl W vl
1 y 3.2 | 9.2 6.7 | 5.6 9.8 | 5.0
X -.1| 8.6 -1.6 | 4.5 -6.1 | 3.6
103y 1.9 | 10.9 .1 1] 6.3 -4.0 | 5.2
X 1.2 | 11.8 2.9 | 7.9 3.8 | 7.3
5 y 1.5 | 12.4 2.2 | 5.0 -4.6 | 3.2
X -1.7 | 14.1 -5.5 | 7.0 -8.0 | 5.2
107y 4.3 | 4.7 12.3 | 1.6 25.2 .7
X -1.2 | 8.7 5 1 7.3 7.5 | 6.7
9 y -6.1 | 4.4 -15.9 | 1.7 -28.9 .9
X 2| 6.4 -1.3 | 4.2 -3.3 | 3.8
127y -1.8 | 9.7 .5 | 5.6 3.9 | 4.7
X 1.3 | 10.3 6.1 | 6.0 11.3 .7
R 19-5 .9 | 66.4 1.1 | 64.5 -2.0 |61.3
R 27-29 -.8 | 67.8 -1.0 {67.2 -1.8 |66.6
R 13-1 -1.4 | 89.3 -4.6 |85.8 -11.0 |82.2
R 7-17 -4 1771 -3.0 | 74.0 -5.6 |71.2
S 19-5 g 7.7 2.2 | 7.4 4.5 | 7.2
S 41-37 .91 7.6 1.4 | 7.5 1.7 | 7.4
S 7-9 -.2 | 8.0 -1.5 | 7.3 -6.0 | 7.0
S 47-23 -1.5 | 7.9 -1.7 | 7.9 -2.0 | 7.9
5% /s 1.85 8.70 25.22
Q 16.2 16.2 16.2
Q 54.1 314.4 942.2
Q 70.3 330.6 958.4
Tab. 2
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