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W. Forstner

STATISTISCHE GRUNDLAGEN FUR DIE ZUVERLASSIGKEIT VON AUSGLEICHUNGSERGEBNISSEN

'

1. Einleitung

Im vorangegangenen Vortrag haben wir den Zusammenhang zwischen Beobachtungsfeh-
lern und dem Ergebnis der Ausgleichung kennengelernt. Die Aufteilung der Redun-
danz auf die Beobachtungen ist der Schlissel fiir eine Beurteilung der Geometrie.
Die Anteile r; der einzelnen Beobachtungen an der Redundanz hingen wesentlich
nur vom MeBaufbau und von der Genauigkeit der Beobachtungen ab und lassen sich
daher vor der eigentlichen Messung bestimmen. Sie zeigen an welchen Stellen ein
Netz oder ein Block grobe Fehler absorbiert, so daB sie sich nicht oder nur sehr

schwach in den Verbesserungen nach der Ausgleichung niederschlagen.

Obwoh1 die Redundanzanteile im Grunde ausreichen, um die Kontrollmdglichkeiten
in einem Netz oder Block zu beurteilen, erfassen sie nicht den EinfluB des je-
weils verwendeten Testverfahrens auf die Kontrollierbarkeit der Beobachtungen,
dies ist die Sicherheit, mit der sich grobe Fehler finden lassen oder eine et-
waige untere Grenze fiir grobe Fehler, unter der sie praktisch nicht aufdeckbar
sind.

Das verwendete Priifverfahren hangt nun eng mit dem der Auswertung zugrunde ge-
legten Modell von der Wirklichkeit zusammen. Es sollte zudem auf die erwarteten
Fehler, das sind die Abweichungen zwischen Model1l und Wirklichkeit, zugeschnitten
sein.

Ich mochte daher zuniachst auf einige Annahmen eingehen, die man bei der Messung,
der Auswertung und der Beurteilung von Beobachtungswerten trifft, um damit die
statistische Beobachtungsweise, die - bewuft oder unbewuBt - bei jeder Prifung
im Hintergrund steht, zu motivieren und sie an einigen Grundbegriffen zu erldu-
tern. Sie prdzisieren einerseits den bekannten Ausgleichungsansatz nach ver-
mittelnden Beobachtungen, der den meisten Rechenprogrammen zugrunde liegt, und
enthalten andererseits den Begriff des Hypothesentests, der das Prinzip der Feh-
lersuche, wie es in der Praxis iiblich ist, genauer beschreibt. Mit Hilfe der
Macht des Tests 1Bt sich die Frage der Kontrollierbarkeit der Beobachtungen be-
antworten, die auf den von BAARDA eingefiihrten Begriff der inneren Zuverldssig-
keit flhrt.

2. Grundannahmen fiir die Bewertung von Beobachtungen

2.1 Die Auswertung von Messungen setzt eine Vielzahl von Annahmen voraus. Sie
lassen sich in drei Teilbereiche gliedern:

- Annahmen liber die M e s s un g. Die Zeigerablesungen oder die digitale
Anzeige von MeBwerten wird mit einer physikalischen Bedeutung belegt, etwa
einer Temperatur oder einer Strecke. Die den MeBablauf bestimmenden Faktoren
(Luftdruck, Besonderheiten bei der Messung) werden soweit wie moglich oder
sinnvoll registriert, in der Annahme, daB sie fir die Weiterverarbeitung von
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Belang sind. Die meisten derartigen Eigenschaften des Umfeldes um die Messung
bleiben allerdings unbekannt. Die Auswahl der registrierten Faktoren ist eng
verkniipft mit den

- Annahmen Ulber das dije Wirklichkeit beschreibende M o d e 1 1, das der Wei-
terverarbeitung zugrunde gelegt wird, sei es physikalisch oder geometrisch,
Dazu gehdren etwa die Zentralperspektive oder die Normatmosphdre. Da es sich
dabei immer um Ndherungen handelt, miissen wir,

- Annahmen iiber M e 8 - oder Mode 11 fehl1er priazisieren, um nach
der Auswertung Widerspriiche zwischen den MeBwerten analysieren zu k&nnen.

In allen drei Fdllen ist es aus operationellen Griinden notwendig stark zu ver-
einfachen, wodurch die Auswertung liberhaupt erst durchfiihrbar wird. Die Beur-
teilung ist dafiir umso schwieriger. Auch fiir die Priifung auf grobe Fehler miissen
wir eine Reihe von zum Teil unrealistischen Annahmen treffen.

2.2 Zunichst nehmen wir an, daB die Beobachtungen 1; normal verteilte Zufalls-
variable (auch stochastische Variable) sind. Das bedeutet, daB bei Wiederho-~
Tungen die MeBwerte um einen Mittelwert streuen kénnen, die Zufallsvariable 1,
also - etwa vom Zeitpunkt der Messung abhdngig - verschiedene Werte annehmen
kann. Zur Unterscheidung von festen (deterministischen) GroBen unterstreichen
wir stochastische Variable. Die Zufalisvariable wird beschrieben durch die
Dichtefunktion f(li) (vgl. Fig. 1), bei normal verteilten GroBen eine GauB'sche
Glockenkurve.

f(1)

Fig. 1

Dichtefunktion einer
Zufallsvariablen

a 1
gy %, ® s LY
An ihr kann man ablesen, mit welcher Wahrscheinlichkeit P (probability) der
Beobachtungswert 1. zwischen §, und S, Tiegt:

P (s, £ 1355, = 0 F (x)dx (1)

Ohne auf eine genaue Definition im Sinne der Statistik einzugehen, lassen sich
die wichtigsten Eigenschaften einer Zufallsvariablen mit Hilfe der Figur 1 er-
lautern.

Die Gesamtflache unter der Kurve ist 1, denn irgendein Wert wird mit P =1 =
100%-iger Sicherheit angenommen. Der Mittelwert wird auch mit Erwartungswert
E(li) bezeichnet. Falls f symmetrisch ist, treten positive und negative Abwei-
chungen gleich wahrscheinlich auf. Die Wahrscheinlichkeit, daB ein ganz bestimm-
ter Wert, z.B. E(li), gemessen wird, ist 0. Daher auch die berechtigte Skepsis
gegen identische MeBwerte!
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Die Streuung um den Erwartungs- oder Mittelwert ist die Standardabweichung 915
oder der mittlere Fehler der Messung. Wegen des Fehlerfortpflanzungsgesetzes wird
oft auch mit dem Quadrat der Standardabweichung, der Varianz gerechnet. Man be-
nutzt die Schreibweise

15 = N(E(13)h010), (2)

um li als normal verteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert E(li) und Varianz

c]§ zu bezeichnen. Entsprechend kann man mehrere Zufallsvariable 1; zu einem Zu-
fallsvektor 1 zusammenfassen. An die Stelle der Varianz tritt dann die Varianz-

Kovarianzmatrix K]] = oiQ]].

Die Kovarianzmatrix

2
9 120,99, < P1n%1%n
2
Pp10,0; 0, e PonT,0n
K -
11 .
2
Ph1%n%1 Pp29n9; s %n

enthdlt auf der Hauptdiagonalen die Varianzen, d.h. die Quadrate der Standardab-
weichungen der einzelnen Beobachtungen und auf den Nebendiagonalelementen die
Kovarjanzen, die vom jeweiligen Korrelations-Koeffizienten Pis abhangen. Da wir
i.a. keine Korrelationen zwischen den Beobachtungen voraussetzen, ist Kyq .2,
eine Diagonalmatrix. Die Gewichtsmatrix P11 ist die Inverse der Gewichtskoeffi-~
zjentenmatrix 011, die sich von der Kovarianzmatrix nur um den Varianzfaktor bzw.
das Quadrat des mittleren Gewichtseinheitsfehlers unterscheidet. Die gemeinsame
Verteilung der Beobachtungen 1 = (11) wird mit

1 - N(E(1),020q7) (3)

bezeichnet.

2.3 Neben der Annahme iiber die Art der Verteilung der Beobachtungen treffen

wir Annahmen iliber den Erwartungswert und die Genauigkeit der Beobachtungen. Bei
der Genauigkeit der Beobachtungen haben wir, bedingt durch die Methode der klein-
sten Quadrate, wenig Spielraum: Wir miissen die Gewichtsverhdltnisse unter den
Beobachtungen vorgeben, d.h. die mittleren Fehler bis auf einen gemeinsamen Fak-
tor ci und die Korrelationen als bekannt voraussetzen:

2
Kyp = 9507 (4)

Aus Kostengriinden und weil i.a. zu wenig Information vorliegt nehmen wir fast
ausschlieBlich unkorrelierte Beobachtungen an. Die Vernachldssigungen sind be-
trichtlich, denn Bildkoordinaten kdnnen bis zu 70 % korreliert sein. Bei photo-
grammetrischen Messungen nimmt man sogar an, daB die Beobachtungen, Bild- oder
Modellkoordinaten, gleich genau sind, obwohl die mittleren Fehler innerhalb der
Bilder bzw. Modelle ohne weiteres um den Faktor 2 streuen konnen. Fiir die Ober-
prifung der Gewichtsannahmen stehen Verfahren zur Verfiigung, auf die wir aber
hier nicht weiter eingehen,
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Annahmen iiber den Erwartungswert lassen demgegeniiber sehr viel mehr Freiheit. Sie
fihren auf die bekannte Form der Fehlergleichungen:

E(1) = A x (5)

Sie formulieren eine erwartete (lineare oder linearisierte) Abhdngigkeit der Be-
obachtungen von unbekannten Faktoren x (Koordinaten, Transformationsparameter
etc.). Sie ist wesentlich genauer bekannt. Etwa reprdsentiert die Zentralper-
spektive den photographischen Aufnahmeprozef so gut, daB die verbleibenden syste-
matischen Restfehler im 10 um Bereich bleiben. Die tatsdchlichen Beobachtungen 1
erfiillen das Modell wegen der genannten Vereinfachungen nicht. Die Differenz

e =1 - Ax (5a)

zwischen den Beobachtungen und dem Modell sind Beobachtungs- oder Modellfehler.
Eine Trennung von beiden ist prinzipiell nicht méglich. Etwa kann ein 1 m-Fehler
als Beobachtungsfehler aber auch als Fehler im Modell angesehen werden, da die
momentane Unkonzentriertheit des Beobachters nicht beriicksichtigt wird.

Das der Berechnung zugrunde gelegte Modell wird also durch das sogenannte stocha-
stische Modell (G1. (4)) und das Funktionalmodell (G1. (5)) beschrieben.

2.4 Da uns die Faktoren x und ci und der Erwartungswert E(1) der Beobachtungen
nicht bekannt sind, leiten wir aus den tatsdachlichen Beobachtungen 1 Schdtzungen
2, §§ und i mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate ab. Wir erhalten nach-
e{nander die Unbekannten

%= (ATpa)y Y AT 1 (6)
den Schitzwert T fir E(1)
i=hx (7)

den Schdtzwert é fir die Model1- bzw. Beobachtungsfehler,
e=1-A%X (8)
vom Betrag her identisch mit den Verbesserungen

A (83)

- . 2
und eine Schdatzung gi fiir den unbekannten Varianzfaktor o

T
- v' Py

0(23 = = — (9)
- r

worin r die Redundanz ist.

2.5 Wir missen nun beurteilen, ob dieses Ergebnis im Widerspruch zu unseren An-
nahmen steht, d.h. wir miissen die Schdatzungen mit gegebenen oder zu erwartenden
Werten vergleichen. Fiir keinen dieser Werte liegen i.a. gegebene Werte vor

(auBer etwa bei Wiederholungs- oder Deformationsmessungen). Bei den Schdtzungen

~

X, 1 und v ist uns nur der Erwartungswert E(v) =0 bekannt:
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e (A3- 1) e (o (aTem "t aTe 12 1)

A (ATPA)'IATP E(1) - E(1)

E(v)

(5)

='A (ATpa)""aTP A x - E(1) (10)

= Ax - E(1) = 0

Wir kennen liber das Fehlerfortpflanzungsgesetz auch die Standardabweichungen oy,
der Verbesserungen v., die - als lineare Funktionen der Beobachtungen - normal
verteilt sind.

Daher sind allein die Verbesserungen selbst oder Funktionen der Verbesserungen
fiir die Oberpriifung der Beobachtungen bzw. unserer Annahmen geeignet. Dazu ge-
hort die Schdtzung éi und die normierten Verbesserungen

W, = - =1 o =1 (P = Diagonalmatrix) (11)
UV_I a

des Tests gegen grobe Datenfehler. Fiir Wi gilt
Wi v N(O,1), (12)
d.h. die normierten Verbesserungen sind normalverteilt mit dem Erwartungswert

E(w;j) = 0 wund der Standardabweichung oy, = 1.

3. Der statistische Test

3.1 Die Priifung der Verbesserungen dient dazu, Fehler in unseren Annahmen,
d.h. dem Modell, aufzudecken. Damit gleichbedeutend kdonnen wir dem gegebenen
Modell ein oder mehrere Alternativmodelle gegeniiberstellen, die sich um die
vermuteten Fehler vom gegebenen Modell unterscheiden. In statistischer Termino-
logie nennt man das gegebene Modell die Nullhypothese H, und die um die Fehler
erweiterten Modelle Alternativhypothesen Hap- Der Index p bringt zum Ausdruck,
daB es sich hier um mehrere Alternativen p = 1, ... handeln kann. Mit Hilfe
geeigneter Tests méchte man zwischen Hy und Hap entscheiden.

In unserem Fall lautet die Nullhypothese Hg:

HO: Es sind keine groben Fehler vorhanden, Gleichungen
(4) und (5) beschreiben die Wirklichkeit.
| Hy) = A x

AN | H T i=1,2 13
(_-i 0)' i s 1=1l,Cs00 ( )

|
QL
>

Flir jede Beobachtung li k6nnen wir eine Alternativhypothese aufstellen,

Hai: Es liegt ein grober rehler in der Beobachtung li vor.
Die erwartete GroBRe ist E(v]i)
- 1.
E(1; 1 Hay) = a3 x + 71y,
E(1 0 Hag) = a) x» 341 (14)
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Wir betrachten hier nur die einfachste Annahme, daB niamlich nur eine Beobachtung
grob falsch ist und die anderen lj (J # i) nicht verfalscht sind. Die Gegen-
iberstellung der beiden Hypothesen Hy und Hai ist in der Figur 2 veranschaulicht.

WD

,/////// h\\\\\\‘

By el ) 1

T
1

Fig. 2 Dichtefunktion fiir grob falsche Beobachtung

Der Fehler GT; fithre dazu, daB die Wahrscheinlichkeitsverteilung um den Betrag

~—

V]i verschoben wird. An der Art der Verteilung dndere sich nichts.

Beispiel:
An einem Mefband wird die Strecke um 1 m falsch abgelesen: v1 = 1 m.

Die Genauigkeit der Ablesung und damit die Standardabweichung des MefB-
werts wird von diesem Fehler nicht beeinfluBt.

Gegenbeispiele:

a) Khnliches gilt fiir die Messung eines falschen Signals in einem MeBbild.
Die Genauigkeit der Einstellung wird von der Fehlidentifizierung nicht
verdandert. Wir haben es aber mit 2 groben Fehlern vx und 5} zu tun,

b) Die Messung einer Strecke wird von den Witterungsbedingungen verfdlscht.
Das betrifft i.a. den Mittelwert und die Genauigkeit.

c) Die Registrierung eines falschen Instruments (BandmaB statt Latte)
fiihrt i.a. zu einem groben Fehler des Gewichts der Beobachtung, wdhrend
der Mittelwert i.a. nicht beeinfluBt wird.

Trotzdem beschrdnken wir uns hier auf den einfachsten Fall eines einzelnen
groben Fehlers. Eine entsprechende Erweiterung auf mehrere grobe Fehler oder
auf Fehler in den Gewichtsannahmen ist aber prinzipiell méglich (s. Abschn. 5).

3.2 Der Test besteht in dem Vergleich der normierten Verbesserung w, mit dem
frei wihlbaren kritischen Wert k (z.B. k = 3, 3 o-Regel). Die Situation ist in
Fig. 3 fiir den Fall dargestellt, daB kein grober Fehler vorliegt. Der Bereich
(-k, +k) ist der Annahmebereich A, da wir die Beobachtung 1, akzeptieren, wenn
w; in diesen Bereich fd11t. Wir nehmen H, an. Im anderen Fall, daB w, in den’
Verwerfungsbereich V fallt, d.h. [w;| > k ist, Tehnen wir die Nullhypothese

ab und vermuten einen groben Fehler.
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WD

_ S~

K E(w, [H) * M
=0

Fig. 3 Annahme- und Verwerfungsbereich

Beispiel:

a) vy = lemy, ry =0.3, o7, =1.0cm~ |w

bzw. v; < 3oy, = 3r0q, /ri = 1.64 cm.

Die Beobachtung wird akzeptiert,

b) v. =5 uym, r; = 0.09, o1 = 5 um + [w.| = 3.33 > 3 = k

—~i i
bzw. v, > 3~ovi = 4.5 um. Die Beobachtung wird verworfen. Der kritische

Wert von 4.5 um fiur die Verbesserung v. ist kleiner als die Standard-

N

abweichung o7, der Beobachtung!
Der Vergleich von a) und b) zeigt den EinfluB des unterschiedlichen Redun-

danzanteils auf die TestgrdBe w;.

3.3 Wir wollen nun die Entscheidungen beim Testen ndher betrachten. Dazu
unterscheiden wir

1. ob die normierte Verbesserung in den Annahme- oder in den
Verwerfungsbereich fallt;

2. ob ein grober Fehler vorliegt oder nicht.

Ein grober Fehler QT; fithrt zu einer Verfdalschung §; = ng der Testgrofe w;
und damit zu einer Verschiebung der Verteilungsfunktion von Wi
Mit vy o= ey V1i gilt fur die VerschiebungsgrtBe (Nichtzentralitdtspara-
meter) .
N AL AL B - (15)
bt ey ey

Je schwdcher die Geometrie (ri << 1) bzw. je groBer die Standardabweichung o1
der Beobachtung, desto kleiner ist der EinfluB eines Beobachtungsfehlers auf Wi
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In Figur 4 ist die Verteilungsfunktion fiir drei Annahmen, d.h. Hypothesen dar-

/

A WD

/,«é

-k 0
H

Fig. 4 Zur Macht eines Tests

Ho (Nullhypothese): Die Beobachtung li jst fehlerfrei. Der Erwartungswert der
TestgroBe ist

E (w; | Hy) =0

Ha, (1. Alternativhypothese): Die Beobachtung l& ist um den Betrag v,;14 grob
falsch, der auf v,w; = &, fiihrt. Damit verschiebt sich die Dichtefunktion von

Wi um §;. Also gilt:

E (w, | Ha1) = §,.
Ha2 (2. Alternativhypothese): Die Beobachtung li ist um den gréBeren Betrag

v21i grob falsch, der auf VoW fiihrt. Analog gilt
E (wy | Ha,) = 8,.

Die Wahrscheinlichkeit, daB w zwischen -k und k liegt, - die Fldche unter der
Tinken Kurve zwischen -k und k -ist das Signifikanzniveau S, des Tests:

So = P (lwg] < k[Ho)

Aus k kann man S, ableiten und umgekehrt. Die Ergdnzung a, = 1 - S, wird
die Signifikanzzahl genannt.

Ist |w|<k, sowird die Hypothese H, nicht verworfen, d.h. es wird angenommen,
daB kein Fehler vorliegt. Ist dagegen |w|> k, so wird H, verworfen, und ein
Fehler vermutet. Ober dessen GrdRe ist nichts gesagt. Die Wahrscheinlichkeit da-
fir, daB H, abgelehnt wird, und Hap zutrifft, ist dargestellt durch die Fl&-

che rechts von k wunter der mittleren bzw. rechten Kurve.

B, = P (|w] > k| Hap).

p
Die Wahrscheinlichkeit Bp’ einen Fehler der GriBe Vp1i zu finden, ist die Macht
des Tests beziiglich der Alternativhypothese Hap-

Da die GroBe der Verbesserungen und damit auch w sowohl von groben als auch von
zufalligen Fehlern bestimmt wird, sind 4 Entscheidungssituationen moglich, die
in Tabelle 1 zusammen mit ihrer Wahrscheinlichkeit dargestellt sind.
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lwl < k wl > k
Hy richtig Ho annehmen Ho ablehnen
Signifikanzniveau 1-a, | Signifikanzzahl a,
richtige Entscheidung Fehler I. Art
Ha richtig Ho annehmen Ho ablehnen
p 1 -8 Macht Bp
Feh1e? IT. Art richtige Entscheidung

Tab. 1 Entscheidungen beim Testen

Neben den genannten - richtigen Entscheidungen, sind zwei Arten von Fehlent-
scheidungen mdglich:

Fehler I. Art: Obwohl H, richtig ist, d.h. kein Beobachtungsfehler vorliegt,
wird wegen |ﬂ| >k auf einen Beobachtungsfehler geschlossen. Die Wahrschein-
Tichkeit fir einen Fehler I. Art, ist die Signifikanzzahl o,. Da mit der Ab-

lehnung von H, die hier iiberfllissige Suche nach groben Fehlern beginnt, wird

a, in der Wirtschaftsstatistik auch als Produzentenrisiko bezeichnet und iib-

licherweise klein gewdhlt, etwa 0.01 oder 0.001.

Fehler II. Art: Obwohl Hap richtig ist, d.h. die Beobachtung falsch ist, wird
wegen |w| <k kein Fehler vermutet. Die Wahrscheintichkeit 1 - Bp flr diesen
Fehler II. Art hdngt bei gegebenem kritischen Wert auch von der GridBe des groben
Fehlers d.h. auch von 5p ab; je grofer der Fehler, desto geringer das Risiko,
daB er unentdeckt bleibt (vgl. rechte Kurve in der Figur). 1 - Bp wird in der
Wirtschaftsstatistik auch als Konsumentenrisiko bezeichnet. Es ist die Ergdnzung
zur Macht Bp des Tests.

Drei Beispiele fiir die Abhangigkeit der GrdBen k, o, B und & untereinander zei-
gen die Obereinstimmung dieser Betrachtungsweise mit der Erfahrung.

a) Die Wahrschéinlichkeit o fiir einen Fehler I. Art, d.h. eine richtige Beob-
achtung zu verwerfen, ist umso kleiner je groBer der kritische Wert ist
(vgl. Tab. 2).

k a
1.96 5 %
2.56 1% Tab. 2
3.0 0.27 % Signifikanzzahl o und
3.29 0.1 % kritischer Wert k

b) Die Macht des Tests, d.h. die Wahrscheinlichkeit einen groben Fehler zu
finden, nimmt mit seiner GroBe zu (vgl. Tab. 3). Umgekehrt nimmt die Wahr-
scheinlichkeit 1 - g; ab, daB dieser Fehler unerkannt bleibt.

34 By 1-8;

3 50 % 50 %

1 | 849 16 % Tab.' 3

5 97.7 % 2.3 % VerschiebungsgrdBe &5 und Macht 84
6 99.9 % 0.1 % des Tests (k = 3)
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Insbesondere lassen sich Fehler, die gleich groB wie der kritische Wert sind,
nur mit 50 %Z-iger Sicherheit finden!

c) Die Sicherheit einen Fehler zu finden wird groBer, wenn der kritische Wert

4.

kleiner wird (vgl. Tab. 4).

a k B
99.9 % 3.29 76 %
99.7 % [ 3.0 | 84 % Tab. 4
99.0 % 2.56 93 % Signifikanzzahl o und Macht
95.0 % 1.96 98 % des Tests (6 = 4)

Der Begriff der inneren Zuverlassigkeit

Iwei Fragestellungen lassen sich mit Hilfe der Macht des Tests beantworten:

1.

Mit welcher Sicherheit 1dBt sich ein grober Fehler Vp]i (p=1,2,...) auf-
decken, wenn der Test mit einem Signifikanzniveau Sy durchgefiihrt wird?

Die Macht g, hangt von o, und von s, ab:

p p

Bp = Bp(ao, 6p)

Da man i.a. iiber die GrdBe der groben Fehler nichts aussagen kann, ist mehr
die folgende Fragestellung von Bedeutung:

. Welche GroBe Voli (Index o fiir untere Grenze) muB ein Fehler mindestens auf-

weisen, damit man ihn mit einer gegebenen Mindestsicherheit 8, durch den Test
mit dem Signifikanzniveau S, finden kann? Der Mindestabstand ¢, = VoWs der

0
Alternative H, von H0 hangt von o und B, ab:

VoW = 8, = 8,(ags By)-
Aus diesem unteren Abstand Vowi kann man iiber G1. 15 auf den unteren Grenz-
wert Vo]i fiir einen groben Fehler vli schlieBen, der bei gegebenem Signifi-

kanzniveau S, gerade mit der Wahrscheinlichkeit 8, vom Test aufgedeckt wird:

Der untere Grenzwert enthilt:

- die Genauigkeit der Beobachtung, beschrieben durch den mittleren Fehler o7;.

die Netzgeometrie in der Umgebung der Beobachtung, beschrieben durch den Re-
dundanzanteil rj und

- das Signifikanzniveau 1 - a, und die Mindestsicherheit B, (Macht des Tests,

beschrieben durch den Nichtzentralitdtsparameter &, = 6, (a,s By).

Der Grenzwert ist nicht identisch mit dem kritischen Wert k, der filir den Test
verwendet wird, sondern immer groBer (falls B, > 50 %).
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Filr verschiedene a, und B8, sind in Tabelle 5 die zugehdrigen Werte fir &, ange-

geben,

k 3.72 3.29 2,58 1.96
By \#o| 0.01 % 0.1 % 1% 5%
70 4.4] 3.82 3.10 2.48
80 4.73 4.13 3.42 2.80
90 5.17 4,57 3.86 3.24
95 5.54 4.94 4,22 3.61
99 6.22 5.62 4.90 4.29
99.9 6.98 6.38 5.67 5.05

Tab. 5 Nichtzentralitdtsparameter &,

Je kleiner der Redundanzanteil r; der Beobachtung, umso gréBer muB ein grober

Fehler sein, um erkannt zu werden, umso kleiner ist ja auch die Verbesserung.
Die Grenzwerte geben ein Bild iiber die innere Zuverldssigkeit des Netzes.

Der Fall ry = 1 tritt nur auf, wenn der wahre Wert der Beobachtung bekannt
ist, etwa bei einer Strecke zwischen Festpunkten, wenn keine MaBstabsunbekannte
angesetzt ist. Dann kdnnen grobe Fehler vl, < §,°01; nur mit einer Wahrschein-
lichkeit kleiner als 8, erkannt werden, entsprechend kann man grobe Fehler

V1 > 85°07; mit einer Wahrscheinlichkeit grdfer als 8, erkennen. Z.B. lassen
sich bei einem Signifikanzniveau von S, =1 - a, = 99.9 % erst grobe Fehler
vi, > 657015 = 4.13 o1; mit groBerer als 80 %-iger Sicherheit erkennen.

Wird im anderen Extrem eine Beobachtung durch die Netzgeometrie iiberhaupt nicht

kontrolliert, so ist ry = vy = @ und der Test nicht mdglich.
Beispiel:

a) Strecke o1; = 1.0 ecm, r; = 0.25, v 1, = 8.0 cm
b) " 013 = 1.5 cm, ry = 0.7 , Vo]i = 7.2 cm
c¢) Bildkoordinate o1 = 5 um,  ry o= 1/6 , v011 =49 um
d) " 014 = 3 um, r. o= 1/12, \701_i =42 um

Der Vergleich der Grenzwerte ist unmittelbar nicht mdglich, zumindest muB man
Strecken und Bijldpunkte getrennt betrachten. Aber auch dann bleibt die Frage
offen, ob ein Grenzwert von 42 um besser ist als ein Grenzwert von 49 um. Denn
bezogen auf die Genauigkeit der Beobachtungen ist die zweite Bildkoordinate mit
o1; schlechter kontrollierbar, ihr Redundanzanteil ist kleiner als der der er-
sten Bildkoordinate.

Wir teilen daher den Grenzwert V011 auf in einen Teil, der nur die Genauijgkeit,
und einen Teil, der nur die Zuverlissigkeit enthdlt. Wir definieren das auf die

Genauigkeit bezogene MaB fiir die Kontrolljerbarkeit der Beobachtungen 66,1:
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Damit wird der Grenzwert Vo]i zZu:

vil., =2¢§'".. .
o i 80,17 914

Der Kontrollierbarkeitswert 66 j gibt also den Faktor an, um den ein grober

Fehler Vo1i mindestens gréRer als die Standardabweichung sein muB, um mit dem
Test mit einer Mindestsicherheit von g, erkannt werden zu kénnen.

Die Kontrollierbarkeitswerte 56 i fir die 4 Beobachtungen sind also a) 8.,
b) 4.8, c) 9.8, d) 14.. Damit ist die Strecke b) mit Vo1i = 4,8 o1 am besten
und die Bildkoordinate d) mit Vol = 14 o1; am schlechtesten kontrollierbar.

Bei einer einmaligen Festlegung der Signifikanzzahl a, und der Sicherheit g
hdngt die Kontrollierbarkeit einer Beobachtung li in sehr einfacher Weise von
ihrem Redundanzanteil rs ab. Beurteilung der KontrollierbarkeitsmaBe ist nichts
anderes als Beurteilung der Geometrie. Allerdings enthalten die Grenzwerte Vo]i
auch Informationen iiber den Test, und kdnnen etwa zum Vergleich verschiedener
Testverfahren dienen.

Z.B. erhdlt man bei dem Ublichen Testverfahren, das die Geometrie nicht beriick-
sichtigt, also mit der TestgroRe

arbeitet, die Grenzwerte
V'|.=o'|_i%

1
Sie sind i.a. groBer als Vo]i' Vor allem bei schwacher Oberbestimmung (ri << 1)
ist der Unterschied betrdchtlich. Fiir ry = 1/9 st V:1i = 3 v 1.! Etwa
lassen sich mit der TestgroBe ﬂ? im Fall d) erst Fehler ab 144 um erkennen,
gegeniiber 42 um mit der Testgridfe Wi

5. Diskussion

Mit den Grenzwerten 1dBt sich die Kontrollierbarkeit der Beobachtungen beurtei-
len. Sie hdngt ab vom Ausgleichungsansatz und vom Testverfahren. Wir haben
einige Einschrdnkungen in Kauf nehmen miissen, die Zweifel lassen, ob das Ver-
fahren fiir die praktische Anwendung geeignet ist.

5.1 Dies betrifft zundchst die i.a. unrealistische Voraussetzung, daf nur ein
grober Fehler im Datenmaterial ist. Nur unter dieser Bedingung ist der Test
optimal, d.h. es gibt keinen anderen Test, der bei gleichen Annahmen einen ein-
zelnen groben Fehler sicherer findet. Ein Test auf mehrere grobe Fehler, die
jeweils nur eine Beobachtung betreffen, wurde von STEFANOVIC (1978) vorgestellt.
Es ist eine Verallgemeinerung des data-snooping. Das Problem mehrerer grober
Fehler ist eng mit der Strategie fiir die Fehlersuche verkniipft. Wir werden dar-
iiber morgen im Vortrag von Herrn KLEIN mehr horen.
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5.2 Ganz stillschweigend haben wir als zweites vorausgesetzt, daB eine einzelne
Fehlerursache nur eine einzelne Beobachtung verfdlscht. In photogrammetrischen
Blécken sind Fehlerursachen, die mehrere Beobachtungen betreffen, etwa Punkt-
ibertragungsfehler (leider) hdufiger. Aber auch die Koordinaten einer PaBpunkt-
gruppe konnen, verursacht durch einen groben Fehler etwa im Nivellement, um einen
gleich groBen Betrag verfdlscht sein. Gerade fiir den letzten Fall hat BAARDA
einen allgemeineren Test angegeben, mit dem auch ein systematischer Fehler, der
alle Beobachtungen verfdlscht, gepriift werden kann. Eine Verallgemeinerung des
Tests auf mehrere grobe Fehler, die jeweils mehrere Beobachtungen betreffen
konnen, ist moglich (FORSTNER, 1980). Damit 14Bt sich der groBte Teil der bei
der photogrammetrischen Punktbestimmung vorkommenden Fehler behandeln, also auch
Punktiibertragungsfehler oder Punktgruppenverwechslungen.

5.3 In allen Fd1len kann man die GroBe gerade noch mit dem Test erkennbarer
grober Fehler angeben. Fiir den Fall zweier grober Fehler erhdlt man statt der
Grenzwerte, ellipsenfdormige Bereiche in denen der Punkt 1iegen kann, ohne vonm
Test als grob falsch erkannt zu werden. Ein Beispiel filir diese "Grenzwert-El1lip-
sen" enthdlt Fig. 5 fir einen kleinen Biindelblock mit 3 Bildern. Es wurde ange-
nommen, daB jeweils ein Punkt verfdlscht ist, d.h. x und y grob falsch sind.
Beim linken Bildpunkt in der Mitte des Streifens entartet die Grenzwert-Ellipse
zu einem Band mit der Breite VoVi- Die x-Koordinate dieses Punktes ist nicht
kontrollierbar, da die Kengbene parallel zur x-Achse verlduft. In einem anderen
Bildkoordinatensystem (leicht verschwenkt oder gar durch die Bildecken) waren

x- und y-Koordinaten dieses Punktes kontrollierbar, obwohl sich an dem Grenz-

wertbereich nichts d@ndert. Dies ist ein Hinweis, daB das einfache data-snooping
und die mit ihm verbundenen Aussagen iiber die Kontrollierbarkeit nicht immer
ganz hinreichen.

5.4 SchlieBlich bleibt die Frage nach der Genauigkeit der Beobachtungen. Das
betrifft einerseits den Varianzfaktor o, , der als bekannt vorausgesetzt wurde.
o die Schatzung aus der Ausgleichung éo, so fiihrt das auf
den t-Test von POPE (1975), wenn man bei der Berechnung von éo die verdachtigte
Beobachtung mitnimmt. Wenn man dagegen §O aus einer Ausgleichung ohne die be-
troffene Beobachtung nimmt (die Ausgleichung ist dafiir nicht zu wiederholen!),
erhdlt man den t-Test (vgl. KROGER, 1976), fiir mehrere Fehler einen Fisher-Test
(vgl. FORSTNER, 1980). '

Verwendet man statt o

Auf der anderen Seite geht das Gewicht Pj der Beobachtung unmittelbar in die
TestgroBe ein. Grobe Fehler in den Gewichten lassen sich von groben Fehlern der
Beobachtungswerte prinzipiell nicht trennen, weshalb man auf die Festlegung des
Gewichts besondere Sorgfalt verwenden sollte.

Trotz aller dieser Einschrinkungen kann man das "data-snooping" nur empfehien.
Denn schon allein die Berlicksichtigung der Geometrie liber die Redundanzanteile
macht es einfacheren Testverfahren iliberlegen und begriindet die guten Erfahrungen.
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