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GRUNDLAGEN UND VERFAHREN ZUR ERKENNUNG GROBER DATENFEHLER

1. Einleitung

1.1 Sowohl bei der photogrammetrischen Blocktriangulation als auch bei geodadti-
schen Netzen hat die Entwicklung der MeBverfahren und -gerite sowie der Rechen-
technik im letzten Jahrzehnt zu einer gewaltigen Leistungssteigerung beziiglich
Prazision und Ukonomie gefiihrt. Die Fortschritte sind eindrucksvoll und haben
z.B. - um bei der Photogrammetrie zu bleiben - der Aerotriangulation einen zen-
tralen Platz im Leistungsspektrum und Methodensystem der Photogrammetrie zu-
gewiesen. Die Entwicklung numerischer Verfahren wird nach Theorie, Technik und
Anwendung derzeit noch stets weiter getrieben. Die Konsequenzen hinsichtlich in-
tegrierter analytischer und graphischer Systeme fangen erst an verstanden und
realisiert zu werden. '

1.2 Bei dieser eindrucksvollen Entwicklung ist - abgesehen von einer Ausnahme,
auf die noch zurilickzukommen sein wird - ein wichtiger Aspekt von der Theorie zu-
nichst ziemlich unbeachtet geblieben, ndmlich der der groben Datenfehler bzw. der
Datenbereinigung.

Schon in den klassischen Lehrblichern steht iiber grobe Fehler, mit deren Existenz
bei Messungen im Prinzip gerechnet werden muB, daf sie durch entsprechende Mef-
anordnung und Kontrollmessungen aufgedeckt werden sollen. Dies war im Vermessungs-
wesen neben der Genauigkeitssteigerung von Anfang an der wichtigste Grund, mit
iberschiissigen Messungen zu arbeiten. Es war geradezu die MeBphilosophie und der
Stolz des Geoddten, daB jede Messung kontrolliert sei, daB man sich auf die Mes-
sungen ver]asseﬁ kdnne, daB also im Sinne unseres Themas etwaige grobe Fehler er-
kannt und eliminiert wiirden.

Allerdings hat sich die klassische Fehlertheorie nicht weiter mit den groben
Fehlern beschdftigt, insbesondere wurden keine Kriterien erarbeitet, wie weit und
unter welchen Voraussetzungen grobe Fehler liberhaupt aufdeckbar sind. Mit anderen
Worten wurde der Begriff der Kontrolle nicht prézisiert (immerhin gibt es in den
Technischen Katasteranweisungen den Begriff der "unabhdngigen, durchgreifenden
Kontrollmessung").

Jedenfalls wird bei der Behandlung der Fehlertheorie und Genauigkeit geoddtischer
MeBsysteme wie der Ausgleichungsrechnung liberhaupt Ublicherweise vorausgesetzt,
daf das Datenmaterial frei von grob fehlerhaften Daten ist. Inwieweit diese Vor-
aussetzung illusorisch ist, wird sich bei der Behandlung der Erkennbarkeit

grober Fehler zeigen.

1.3 Alle Praktiker wissen, daB das Problem der groben Datenfehler ernst ist.
Neuerdings ist es eher verschirft worden, da mit den modernen Methoden der mehr
oder weniger automatischen Datenerfassung zunehmend umfangreichere Datenmengen
anfallen, die im einzelnen nicht mehr unmittelbar kontrolliert oder kontrollier-
bar sind.
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Ober die Hdufigkeit grober Datenfehler bestehen divergierende Ansichten. Es ist
jedoch sicher, daB in grdBeren photogrammetrischen oder geoddtischen Sdtzen von
MeBdaten praktisch stets grobe Fehler enthalten sind. Man schitzt ihre Haufig-
keit im Bereich von 1 % bis 0,1 %. Bei gewissen Klassen von Daten, z.B. bei
Lage-PaBpunkten fur die Aerotriangulation, muB man sich jedoch auf wesentlich
hdohere Quoten von z.B. 10 % oder mehr einstellen. Dabei sei gleich zur Ehre der
MeBtechnik festgestellt, daB grobe MeBfehler als solche extrem selten sind,

daB grobe Datenfehler vielmehr iberwiegend administrative Ursachen haben, also
in vielen Fdllen auf Irrtimer bei der Anzielung, der Zielidentifizierung,

der Punktnumerierung, der Registrierung oder auch auf fehlerhafte Datenreduktion
zuriickzufiihren sind.

Die Existenz und Hdufigkeit grober Datenfehler ist derzeit noch das wichtigste
Hindernis dafir, daB z.B. bei Blockausgleichungen Rechenaufwand und -kosten nicht
auf eine v611ig unbedeutende GriBenordnung reduziert werden konnen. Es sind in
der Regel mehrere Gesamt- oder Teilausgleichungen erforderlich, um schrittweise
grobe Datenfehler zu eliminijeren.

1.4 Ehe wir uns nachfolgend mit der Theorie der Aufdeckbarkeit grober Daten-
fehler beschdftigen, sollte vorab wenigstens umrissen werden, was wir unter groben
Fehlern verstehen wollen. Eine allgemeine Definition ist recht problematisch, vor
allem im Zusammenhang mit systematischen Fehlern. Es geniigt jedoch zundchst, von
der statistischen Grundvorstellung auszugehen, wonach eine MeBgréBe 1 als sto-
chastische Variable betrachtet wird, der eine bestimmte Wahrscheinlichkeitsver-
teilung zugeordnet ist. Von groben Abweichungen sprechen wir im Prinzip immer
dann, wenn ein MeBwert 1i mit groBer oder sehr groBer Wahrscheinlichkeit nicht
mehr als Stichprobe aus jener Verteilung aufgefaBt werden kann, also einer ande-
ren, alternativen Verteilung zugeordnet werden muB. Dabei ist noch offen, ob die
Alternativ-Verteilung bzw. die Abweichung primdr durch Nichtiibereinstimmung des
Erwartungswertes, der Streuung oder der Art der Dichtefunktion gekennzeichnet
ist.

Diese Definition, die auf n-dimensionale Wahrscheinlichkeitsverteilungen und
mehrere grobe Fehler auszuweiten wdre, ist unproblematisch, solange die statisti-
schen Parameter als bekannt vorausgesetzt werden. Die Schwierigkeiten der Defini-
tion bzw. der Abgrenzung grober Fehler beginnen aber in dem bei Ausgleichungen
vorliegenden Fall, daB iiber die statistischen Parameter der betreffenden stocha-
stischen Variablen keine oder nur unzureichende Informationen bekannt sind. Ins-
besondere bildet dann die Identifizierung kleiner grober Fehler das eigentliche
Problem.

1.5 Nun seien vorab noch einige Bemerkungen zur bisherigen Praxis der Fehlersuche

bei Netz- oder Blockausgleichungen gemacht. Eine vielfach angewendete Strategie
besteht darin, zundchst mit allen gegebenen Daten eine vollstindige (oder bei
Iterationsverfahren eine gendherte) Ausgleichung zu machen, in einer anschlieBenden
Analyse der Ergebnisse die vermutlich unbrauchbaren Daten zu eliminieren und die
Ausgleichung zu wiederholen. Dieser ProzeB muB in der Regel mehrere Male wieder-
holt werden, da die verschiedene GroBe und die gegenseitige Beeinflussung der
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Datenfehler ihre sofortige eindeutige Erkennung verhindert. Abgesehen von dem
Problem eines geeigneten Kriteriums bzw. Tests zur Erkennung grober Datenfehler,
das uns im folgenden beschdftigen wird, kann diese Methode der Fehlersuche je

nach Anzahl und Verteilung der groben Fehler und je nach der Redundanz des Systems
schwierig oder unlgsbar werden. Die Methode ist bisher auf subjektive Beurteilung
abgestimmt und verlangt vom Bearbeiter Erfahrung und Umsicht.

Als alternative Strategie wird vielfach die von kleinen zu grdBeren Dateneinhei-
ten bzw. -gruppen fortschreitende schrittweise Priifung auf grobe Datenfehler pro-
pagiert und angewendet. Hierher gehGren insbesondere auch die neueren Bemiihungen
der sogenannten on-line Aerotriangulation.

An dieser Stelle brauchen wir uns nicht mit diesen Strategien der Fehlersuche aus-
einanderzusetzen. In beiden Fd11en besteht das Problem in gleicher Weise, anharnd
geeigneter Kriterien auf grobe Fehler zu schlieBen. In beiden F&llen muB gekldrt
werden, wie weit und unter welchen Voraussetzungen das Problem iiberhaupt geldst
werden kann.

1.6 Einleitend ist festgestellt worden, daB bei der gewaltigen Entwicklung der
neueren MeB- und Rechenverfahren die Existenz und die Theorie grober Datenfehler
weitgehend auBer Betracht geblieben ist. Tatsdchlich beschdftigen sich in der
Bundesrepublik Geoddsie und Photogrammetrie erst seit einigen Jahren intensiver
mit diesem Thema.

Im Gegensatz dazu haben sich jedoch in den Niederlanden Prof. W. Baarda und seine
Mitarbeiter von der TH Delft seit Uber 25 Jahren als Pioniere in Grundlagen-
forschung und konkreten Entwicklungen der Theorie der groben Fehler und ihrer Er-
kennbarkeit in geoddtischen Netzen gewidmet und ein weitgehend abgerundetes
Begriffs- und Methodensystem erarbeitet. Wir werden uns nachfolgend im wesent-
lichen an die Vorstellungen von W. Baarda anlehnen.

2. Auswirkung von Beobachtungsfehlern auf die Verbesserungen v
der Ausgleichung

2.1 Jedem Praktiker, der Erfahrung in der Ausgleichung von geoddtischen oder
photogrammetrischen Daten hat, ist bekannt, daB selbst relativ groBe Datenfehler
in der Ausgleichung weitgehend verschwinden kdnnen, d.h. sich gegebenenfalls nur
noch mit einem verschwindenden Bruchteil der urspriinglichen Fehlerbetrdge in den
Verbesserungen v der Ausgleichung zeigen. Die Fehler werden in der Ausgleichung
"verdriickt", sodaB ihre Erkennung und Lokalisierung keine leichte Aufgabe dar-
stellt. Man muB dementsprechend fiirchten, daB in den meisten Netzen oder Bldcken
unerkannte grobe Fehler verbleiben bzw. verblieben sind.

Diese Erfahrung kann leicht durch konstruierte Beispiele bestdtigt und prédzisiert
werden. Es lassen sich dabei 2 Feststellungen treffen:
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- Die durch grobe Datenfehler entstehenden Betrdge bzw. Betragsanteile der
Verbesserungen v sind stets kleiner (hBchstens gleich), hiufig aber sehr
viel kleiner als die verursachenden groben Fehlerbetridge.

- Ein grober Fehler der Beobachtung i verfdlscht bzw. beeinfluBt neben der
Verbesserung v; auch andere Verbesserungen Vi (§j 4 1i). Es kann dabei
abhdngig von der Geometrie oder den Zwangsbedingungen eines Netzes ohne wei-
teres vorkommen, daPf der maximale EinfluB nicht an der zugeordneten Verbes-
serung v4i sondern an anderer Stelle auftritt.

Damit ist jedenfalls deutlich, daB die Suche und Lokalisierung grober Fehler auf
der Basis von Ausgleichungen in der Regel kein triviales Problem ist. So identi-
fiziert z.B. die Verbesserung mit dem Maximalbetrag |v|pax Nicht unbedingt eine
grob falsche Beobachtung. Das Problem wird auBerdem dann erheblich verscharft,
wenn bestimmten GrdBen wie z.B. Festpunkten oder PaBpunkten, die grob falsch

sein konnen, in der Ausgleichung liberhaupt keine Verbesserungen zugeordnet werden.
In diesem Fall wirken sich grobe Fehler dieser GrdBen grundsdtzlich an anderen
Stellen aus und kdnnen nur von dort her erkannt werden.

2.2 Um den Zusammenhang zwischen Beobachtungsfehlern und Verbesserungen einer
Ausgleichung aufzuzeigen, gehen wir hier von einer beliebigen Ausgleichung ver-
mittelnder Beobachtungen aus, wobei die Ausgleichung als unproblematisch beziig-
lich Bestimmbarkeit (Rang), systematischen Fehlern (Funktionalmodell),
Ndherungswerten usw. angenommen sei.

Den Beobachtungen 15 (i = 1 ... n) sei a priori das durch oo, Q@ = Q17 (Gewichts-
koeffizientenmatrix) bzw. P = Pqq = Q'1 (Gewichtsmatrix) charakterisierte sto-
chastische oder Fehler-Modell zugeordnet.

Aus den linearisierten Fehlergleichungen

1+ F(R) = Fxg) + AfX

i<
n

(1)

bzw. v =Ax - f wobei f =1 - a

(¢}

erhdlt man mit N = ATPA die Normalgleichungen

NX = ATPf

x>

bzw. als Ldsung fiir die Unbekannten

%= naTee (2)

Nach der Ldsung (2) der Unbekannten X berechnet man iiblicherweise durch
Ricksubstitution in (1) die Verbesserungen v, aus denen sich dann durch
gl = % viPv  (r = Redundanz) (3)

2 argibt.

eine Schitzung ﬁé fir den Varianz-Faktor o?

Den formelmidBigen Zusammenhang zwischen den Verbesserungen v und den urspriing-
lichen Beobachtungen 1 erhdlt man entsprechend durch Substitution von (2)
in (1):

Ackermann 4



Vortrage des Lehrgangs Numerische Photogrammetrie (1V):

Grobe Datenfehler und die Zuverlassigkeit der photogrammetrischen Punktbestimmung, Stuttgart 1980.
Institut fir Photogrammetrie der Universitat Stuttgart - 11 -

Schriftenreihe, Heft 7, 1981

veAk-f= (ANRATP - E) £ = (ANTRATRP - E)(T - ay) (4a)

(E = Einheitsmatrix).
Durch Herausziehen der Gewichtsmatrix P kann man (4a) umformen in

v = (AT - gyps = (an AT - )p(1 - ay) (4b)

Durch Fehlerfortpflanzung leitet man aus (4) fiir die Gewichtskoffizienten-
matrix Q,, der Verbesserungen v direkt ab

Vv

Diese Beziehung kann interpretiert werden als vi = 011 - QTT’ wenn mit
T =1+y die ausgeglichenen (verbesserten) Beobachtungen bezeichnet werden.
(Aus (1) folgt némlich Qg7 = AQ, AT, wobei nach (2) q,, = N°'T.)

Mit (5) kann man also fiir (4b) schreiben

mit f=1-a,

v =-(Q und Q,

) f T (6)

- v A

P
vv 1 011

2.3 Die Gleichung (6) beschreibt den Zusammenhang zwischen den Verbesserungen
v und den EingangsgrdBen der Ausgleichung. Dabei kann man 2 verschiedene Arten
von EingangsgroBen unterscheiden:

- Die Verbesserungen v sind erstens von den Absolutgliedern f der Fehler-
gleichungen und damit wegen f = 1 - a5 von den Beobachtungen 1 abhdngig.

- Die Verbesserungen v sind zweitens von der Matrix (QyyP77) abhingig.
Diese Matrix ist quadratisch, i.a. nicht-symmetrisch und hat die Dimension
n x n. In ihr kommen nur die Koeffizientenmatrix A der Fehlergleichungen und
die Gewichte P der Beobachtungen vor. Mit anderen Worten treten nur a priori
bekannte Koeffizienten auf. Man pflegt zu sagen, daB die Matrix (QyyPyq) die
"Geometrie" des Ausgleichungsproblems verkdrpert bzw. dafiir verantwortlich
ist, wieweit sich Absolutglieder f der Fehlergleichungen (und damit die
Beobachtungsfehler) auf die Verbesserungen v im einzelnen durchschlagen,
Wesentlich ist dabei, daf hierbei nur die in der Koeffizientenmatrix A verkodr-
perte (geometrische) Struktur des Ausgleichungsproblems, zusammen mit der a
priori Gewichtsmatrix der Beobachtungen, eine Rolle spielt, die Beobachtungs-
werte selber aber nicht in Erscheinung treten. Somit kann die Matrix
(QyyP171) auch schon vorab, ohne Kenntnis der Beobachtungswerte, berechnet
werden,

Betrachten wir nun zundchst den Vektor f = 1 - ay der Absolutglieder der Fehler-
gleichungen etwas genauer. Das Symbol a, verkdrpert die Funktionswerte F(xg) der
Fehlergleichungen, die sich aus den Ndaherungswerten der Unbekannten ergeben.
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Somit verkdrpern die Differenzen 1 - a, einmal die Nichterfiillung des Funktional-
modells durch die Ndherungswerte und zum anderen die Nichterfiillung des Funktio-
nalmodells durch die Beobachtungen. Der erstere Anteil geht in die Bestimmung der
Unbekannten bzw. verschwindet nach der letzten Iteration der Ausgleichung, schldgt
sich also nicht in den Verbesserungen v nieder. Die Verbesserungen v sind nur von
dem zweiten Anteil betroffen bzw. bestimmt, ndmlich der Nichterfiillung des
Funktionalmodells durch die Beobachtungen. Wir setzen nun fiir unsere weiteren
Betrachtungen ein "richtiges", d.h. hinreichend addquates Funktionalmodell voraus

f (keine systematischen Fehler oder Spannungen). Dann sind somit im Absolutvektor f
nur die Beobachtungsfehler g1 die Ursache fiir die Verbesserungen v. Unter der
gemachten Voraussetzung kdnnen wir also statt (6) schreiben

v s Qg Pyye (72)

Aus dieser allgemeinen Beziehung zwischen Beobachtungsfehlern und Verbesserungen
konnen wir folgende Detailzusammenhidnge angeben:

(1) Die zu einer bestimmten Beobachtung1i gehdrende einzelne Verbesserung Y4

setzt sich aus Anteilen aller Beobachtungsfehler g, zusammen.

n
!1. = - [(QVVP]T)EJ]i = - 321 (QVVPTT)ijEj (7b)

Mit welchen Anteilen die einzelnen Beobachtungsfehler g5 zu der betreffenden
Verbesserung v; beitragen wird ausschlieBlich und vollstdndig durch die Koeffi-
zienten bestimmt, die in der i-ten Zeile der (QyyP77)-Matrix stehen. Diese
Koeffizienten sind wie besprochen durch die Geometrie des Problems festgelegt.
Je nach der Struktur des Problems kdnnen einzelne Koeffizienten auch gleich 0
sein. Die entsprechenden Beobachtungsfehler ¢ wirken dann nicht auf vj.

(2) Ein Beobachtungsfehler g; einer bestimmten Beobachtung 1; wirkt sich auf alle
Verbesserungen v aus

v = - (Q,Pqq) oo ... g5 «..0 o]T (7¢)

bzw.
vire o (R Pyr) g
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Wie stark sich ein bestimmter Beobachtungsfehler €; in den einzelnen Ver-
besserungen ¥; niederschldgt wird durch die einzelnen Elemente der i-ten

Spalte der Matrix (viP11) bestimmt.

(3) Als Sonderfall von (7c) kdonnen wir nun fragen, wie stark sich ein bestimmter
Beobachtungsfehler g der Beobachtung li speziell in der zugeordneten Ver-
besserung v; niederschlédgt:

V¥ o= - (QVVP”) €. (7d)

Der Anteil, den e; an v, hat, wird ausschlieBlich durch das entsprechende
Element (vip11)ii bestimmt, hdngt also wiederum nur von der Geometrie des

Ausgleichungsproblems ab.

2.4 Dije bisherigen Betrachtungen des Abschnitts 2.4 gelten fiir beliebige Beo-
bachtungsfehler Eq>s insbesondere fiir die zuldssigen zufdlligen Beobachtungs-

fehler. Die Beziehungen (7) zeigen im einzelnen auf, wie sich die jeweiligen
Beobachtungsfehler in den Verbesserungen niederschlagen, bzw. wie sich die ein-
zelnen Verbesserungen v aus den Beobachtungsfehlern zusammen setzen. In allen
Fdllen sind es die Elemente der (Q
bestimmen.

VVP11)-Matrix, welche die jeweiligen Anteile

Im Zusammenhang mit groben Beobachtungsfehlern wird uns vor allem die Beziehung
(7d) interessieren. Sie gibt an, wie sich ein Beobachtungsfehler ¢, speziell in
der zugeordneten Verbesserung v, niederschldgt. Dieser Anteil wird ausschlieBlich
durch das entsprechende Diagonalelement der (QVVP1])-Matrix bestimmt. Deshalb
sollen im folgenden die Haupt-Diagonalelemente dieser Matrix ndher betrachtet

werden.
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Die Hauptdiagonale der Matrix (vip11) ist eng verbunden mit der sogenannten
Redundanz eines Ausgleichungssystems. Darunter versteht man die Anzahl der iiber-
schiissigen Beobachtungen, definiert durch

r=n-=-uy, n

Anzahl der Beobachtungen
Anzahl der (unabhdngigen) Unbekannten.

u

Es 1dBt sich zeigen (siehe Anhang), daB die stets ganzzahlige Redundanz r iden-
tisch ist mit der Spur der Matrix (vip11)’ Das zeigt nocheinmal, wie vollstin-
dig diese Matrix die Geometrie des Systems verkdrpert.

Die Spur r der (QVVP1])—Matrix ist die Summe ihrer Diagonalelemente. Bezeichnen
wir diese Diagonalelemente mit ri, gilt

n
r = Z rys mit |r. o= (vip11)ii (8a)

und wir kdonnen die einzelnen ry verstehen und interpretieren als Redundanz-
anteile, mit denen die einzelnen Beobachtungen 1; zur gesamten (totalen, globalen)
Redundanz r des Systems beitragen.

Dieser Deutung der ry als Redundanzanteile bzw. als Beitrdge der einzelnen Beo-
bachtungen zur Gesamtredundanz kommt entgegen, daB die ry nur Werte zwischen 0
und 1 annehmen kd&nnen,

< .
0 <ry

<1 (8b)
Der Beweis dafir 188t sich insbesondere unter der Annahme, daB die Gewichtsmatrix
P eine Diagonalmatrix ist (mit Pij = pi) leicht fiihren, da die Diagonalelemente

aller beteiligten Matrizen positiv sind und

COuuldis = Qqpdig - (37D 2 (Qqqd44 2 0.

Somit

= (QuyPirdyy < (Qqdyyepy < 1 bzwe vy 2 0,
weil

i)y =9y = ey

Diese Eigenschaften liegen allgemein darin begriindet, daB die Matrix (vip11)
idempotent ist. Unter Verwendung von rs kdnnen wir nun (7d) schreiben als

V: = - I: € (9)

Der Redundanzanteil r; besagt also direkt, welcher Anteil eines Beobachtungs-
fehlers £ in die Verbesserung Y4 geht. Dieser Zusammenhang stellt die eigentliche
Rechtfertigung dar, die r; als Redundanzanteile der einzelnen Beobachtungen auf-
zufassen und zu verstehen. Ohne Oberbestimmung sind ndmlich alle Redundanzanteile
= 0, d.h. die Beobachtungsfehler gehen zundchst voll in die Bestimmung der Un-
bekannten, Verbesserungen v + 0 treten nicht auf. Erst mit beginnender Gesamt-
Redundanz r > 0 zeigen sich diejenigen Anteile ry déer Beobachtungsfehler in den
Verbesserungen Vis die durch die (algebraischen) Freiheitsgrade des Funktional-

modells nicht mehr aufgefangen werden konnen.
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.Damit kdnnen wir nun auch die zu den rs komplementdren GridRen

o= 1., mitig1 u; =u=n-r (10)
.definieren und verstehen U als jeweils dasjenige Anteilverhaltnis eines Beob-
achtungsfehlers €5 der Beobachtung li’ das sich gerade nicht in der Verbesse-
rung v niederschldgt, sondern vielmehr in die Bestimmung der Unbekannten x der
Ausgleichung geht. us ist somit der Anteil, mit dem die Beobachtung li zur Be-
stimmung der Unbekannten beitrdgt bzw. der Anteil, mit dem ein Beobachtungsfehler
£ in die Unbekannten geht und deren Bestimmung gegeniiber der durch ¢ = 0 defi-
nierten Losung entsprechend verfdlscht.

Neben den Verbesserungen v bestimmt die von den Beobachtungen unabhéangige
(QVVP11)-Matrix auch die Genauigkeit der Verbesserungen v in Form ihrer Varianz-

N _ . 2
Kovarianz-Matrix vioo

Erweitert man diesen Ausdruck mit P.”Q1.| = E, erhdlt man filir die Varianz der
Verbesserung v,

oy, 2= Q) 55907 (0 P1aQy1) 43957 [0y, Pyq(Qyq 0070 )55 (11a)

vV

Flir den praktisch besonders wichtigen Fall, daB die Beobachtungen 1 unkorreliert,
also die Matrizen QT1 und P11 Diagonalmatrizen sind, ergibt sich daraus

. _ _ 2
Ovi = (QuyPyp)yiQyq)4957= (QuyPypdigory o oder

— (11b)

2.5 Zur Beurteilung des Einflusses von Beobachtungsfehlern auf die Verbesserungen
wie auch der theoretischen Streuungen der Verbesserungen miissen jeweils die Redun-
danzanteile r; bekannt sein. Leider ist ihre Berechnung nach (8a) aufwendig. Im
allgemeinen (korrelierten) Fall muB die vollstdndige vi-Matrix berechnet wer-
den. Bei unkorrelierten Beobachtungen geniigt zwar die Berechnung der Diagonal-
elemente (vi)ii
Teile der Inversen N-1 der Koeffizientenmatrix der Normalgleichungen bendtigt
werden,

dieser Matrix. Der Aufwand daflr ist dennoch hoch, da zumindest

Eine zweite, ebenfalls aufwendige Mdglichkeit zur Berechnung der r; ist durch
Computer-Simulation gegeben. In Umkehrung der Gleichung (9) erhdlt man

r. = = ! (12)
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Wenn also in einer numerischen Simulation des Ausgleichungsfalles fiir eine ein-
zelne Beobachtung 11 ein bestimmter Beobachtungsfehler €4 angenommen wird und
alle anderen Beobachtungsfehler (d.h. alle iibrigen Absolutglieder f) gleich O
gesetzt werden, erhdlt man nach Durchrechnung der Ausgleichung die von e; ver-
ursachten Verbesserungsanteile, insbesondere den Anteil Vi - Das Verhdltnis er-
gibt den Redundanzanteil ry- Diese Berechnung, die jeweils eine vollstidndige Ge-
samtausgleichung beinhaltet, muB fiir alle s durchgefiihrt werden, die von Inte-
resse sind. Obschon die Normalgleichungsmatrix in allen Fdllen identisch bleibt,
ist der Rechenaufwand zur Bestimmung aller r; nach dieser Methode ebenfalls sehr

hoch.

Wie schon erwdahnt, liegen die Redundanzanteile r; grundsdtzlich zwischen 0 und 1,
Schwache Oberbestimmung entspricht kleinen Werten, starke Oberbestimmung &duBert
sich in groBeren Werten. Wie wir sehen werden, liegen bei konventionellen photo-
grammetrischen Bldcken die durchschnittlichen Redundanzanteile (Zri/n'= r/n) etwa
bei 0,25. Sie steigen bei Doppelbltcken auf Mittelwerte um 0,5. Fiir geoddtische
Lagenetze bewegen sich die Redundanzanteile in dhnlichen Betrdgen. Durchschnitt-
liche Betridge um 0,4 oder groBer entsprechen schon sehr gut liberbestimmten und
damit beziiglich grober Fehler sehr gut kontrollierbaren Systemen.

Es gibt jedoch in Geodasie und Photogrammetrie vielfach Systeme oder Teilaufgaben,
die sehr viel schwdcher liberbestimmt sind. So fallen z.B. bei Streifenausglei-
chungen, Polygonziigen oder Nivellement-Schleifen die durchschnittlichen Redun-
danzanteile auf Betridge bis um 0,1 oder kleiner. Bei der relativen Orientierung
mit 6 Punkten (nur 1 Oberbestimmung) sind die Redundanzanteile der 4 Huferen
y-Parallaxen gleich 1/12, die der beiden inneren gleich 1/3. Alle diese Fdlle
zeichnen sich in der Ausgleichung durch entsprechend kleine Betrdge der Verbesse-
rungen v, aus. Das bedeutet gleichzeitig, daB Beobachtungsfehler, insbesondere
auch grobe Fehler, in den Verbesserungen nur einen geringen Bruchteil ihres ur-
spriinglichen Betrages zeigen und somit nicht unmittelbar auffallen.

Wichtig und neu an dem Konzept der Redundanzanteile ry sind jedoch neben den
Durchschnittswerten insbesondere die Angaben filir die einzelnen Beobachtungen

oder Beobachtungsgruppen. So zeigt sich z.B., daB in photogrammetrischen Bldcken
die Redundanzanteile der Koordinaten der Blockrandpunkte stets kleiner sind als
an den Innenpunkten des Blocks. Vor allem aber haben die Redundanzanteile der
PaBpunkte in der Regel sehr kleine Werte, die unter 0,1 fallen kdnnen. Diese
Punkte sind bezliglich der Aufdeckbarkeit grober Fehler besonders gefahrdet, weil
sich Beobachtungsfehler nur mit entsprechend kleinem Anteil in den Verbesserungen
v zeigen.
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3. Grobe Fehler und "Data~-snooping"

3.1 Die bisherigen Ausfiihrungen im vorausgegangenen Kapitel haben sich gene-
rell auf Beobachtungsfehler €, bezogen. Nun interessieren uns hier als eine be-
sondere Klasse speziell die groben (Beobachtungs)Fehler, fiir die W. Baarda das
Symbol Vv (nabla) eingefiihrt hat. Ersetzen wir also in den Beziehungen (7a-d),
(9) und (12) jeweils die Beobachtungsfehler e; durch die groben Fehler V1s, so
erhalten wir die entsprechenden Relationen fiir grobe Fehler. Vorausgesetzt wird
allerdings, daB die groben Fehler V1i nicht so groB sind, daB der Funktional-
bereich des linearisierten Fehlergleichungsmodells wesentlich liberschritten wird.
Insbesondere ist die tibertragene Gleichung (7d) von Interesse, wonach die
Wirkung Vv; eines groben Fehlers Vli der Beobachtung 1i auf die entsprechende
Verbesserung v durch den Redundanzanteil " bestimmt ist:

VV.i = - Y‘.iV'l.i (13a)

Die durch die Geometrie der Ausgleichung gegebenen Redundanzanteile ry sind also
generell dafiir verantwortlich, inwieweit sich grobe Datenfehler Vli in den ent-
sprechenden Verbesserungen v der Ausgleichung niederschlagen. Die Zahlenwerte der
ry zeigen im Einzelfall, daB diese Anteile an den Verbesserungen v; nur Bruch-
teile, hdufig nur wenige Prozent des urspriinglichen Fehlerbetrages ausmachen kdn-
nen. Daraus ergibt sich die Schwierigkeit, die Wirkung eines kleinen groben
Fehlers V11 in der Verbesserung vi von der Gesamtwirkung aller zufdlligen Fehler

€7 in dieser Verbesserung ¥; zu unterscheiden.

Cbrigens kann man durch Umkehrung von (13a) abschidtzen, wie groB ein grober
Beobachtungsfehler V1i etwa sein muB, um einen gegebenen Anteil Vvi = vy zZu
erzeugen:

Vli = - Vi/ri (13b)
3.2 Nach diesen Vorbereitungenhaben wir nun die Voraussetzungen, um einen sta-
tistischen Test zur Priifung von Ausgleichungsergebnissen auf An- oder Abwesenheit
von groben Beobachtungsfehlern durchzufiihren.

Wir gehen davon aus, daf mit den gegebenen Daten eine vollstdndige Ausgleichung
durchgefiihrt sei. Zur statistischen Beurteilung, ob das Ergebnis akzeptabel oder
durch grobe Fehler verfdlscht ist, stehen im Prinzip nur die Verbesserungen v
bzw. der daraus abgeleitete Schitzwert §o zur Verfiigung. Zur Prézisierung dieser
Fragestellung im Sinne eines statistischen Tests (s. nachfolgenden Vortrag von

W. Forstner) geht man von der Vorstellung aus, daB die statistischen Eigenschaf-
ten (Wahrscheinlichkeitsverteilung, Erwartungswert, Streuung) der Verbesserungen
v; als Funktionen der statistischen Eigenschaften der Beobachtungsfehler & bekannt
sind. Betrachtet man insbesondere die einzelne Verbesserung v;, so kann man
feststellen: Wenn die (korrelierten oder unkorrelierten) Beobachtungsfehler nor-
mal verteilt sind mit Mittelwert O und durch Q11c° beschriebener Varianz-Kovarianz

Matrix, dann ist wegen des Tinearen Zusammenhangs die Verbesserung v ebenfalls
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norma’l verteilt mit Erwartungswert 0 und Streuung Opge Man kann also nach den
Formeln bzw. Tabellen der GauB'schen Normalverteilung angeben, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit ein bestimmter Betrag filir v, Uber- oder unterschritten wird.

Im Sinne eines statistischen Tests setzt man einen kritischen Wert k und damit

eine Toleranzgrenze kcvi fest, die nur noch mit einer geringen Wahrscheinlich-
keit o iUberschritten wird.

P(- koy; < ¥; < koys) =1 - a (14a)

Dieser kritische Wert bzw. die Toleranzgrenze wird nun als Kriterium dafilir be-
nutzt, bis zu welchem Betrag eine Verbesserung Vi als zu der auf Grund der zu1§si
sigen Beobachtungsfehler zu erwartenden Verteilung von L gehGrend betrachtet
werden kann. Betrdge, die iiber dieser Grenze liegen

|!'Il > k - Ov_i (14b)
werden als nicht akzeptabel abgelehnt, weil die Wahrscheinlichkeit o ihres Auf-
tretens unter der Annahme der zu erwartenden zufdlligen Fehler, d.h. unter den

Voraussetzungen der sogenannten Nullhypothese, sehr klein wire.

In der Statistik ist es iliblich, TestgroBen zu normieren. Deshalb wird auch hier
nicht die Verbesserung v sondern eine normierte Verbesserung w, = li/cvi geprift.
Berlicksichtigt man (11b), so kann Oys mit Hilfe von r; fir unkorrelierte Beobach-

tungen in 011 ausgedriickt werden, sodaff man erhdlt:

. = Y _ AR . YiY Py 15
We =5~ = = = a
! Ov; /r‘-icrh- /Y‘ioo ( )

Die Variable W. ist dementsprechend normalverteilt mit Erwartungswert 0 und
Streuung Ow; = 1. Anstelle von (14b) erhdlt man damit als Toleranzgrenze zur
Priifung auf grobe Fehler

I7

_'Il » k . (15b)

3.3 Die Priifung auf grobe Datenfehler besteht somit darin, daB die einzelnen
Verbesserungen v, bzw. ihre nach (15a) normierten Werte w; mittels (15b) dahin-
gehend gepriift werden, ob ihr Betrag als nach der Null-Hypothese zuldssig akzep-
tiert werden kann oder nicht. Baarda nennt diesen Test "data snooping”. Diese
Bezeichnung ist sehr anschaulich gewdhlt und soll hier beibehalten werden.”

Beim data snooping werden im Prinzip alle Verbesserungen v, nach (15b) geprift,
ob sie akzeptabel sind. Liegen eine oder mehrere Toleranziiberschreitungen vor,
d.h. kdnnen grobe Fehler vermutet werden, dann gilt wegen der Sekundarwirkung
grober Fehler auf andere Verbesserungen zundchst nur der Wert lﬂi'max als Iden-
tifizierung eines groben Fehlers in der Beobachtung 1;. Fliir diese Beobachtung
gilt damit die begriindete Vermutung, sie sei grob fehlerhaft. Sie wird deshalb
aus den Daten eliminiert und der GesamtprozeB wiederholt.

Ackermann 12



Vortrage des Lehrgangs Numerische Photogrammetrie (1V): _

Grobe Datenfehler und die Zuverlassigkeit der photogrammetrl’scp'lgn Punktbestimmung, Stuttgart 1980.
Institut fir Photogrammetrie der Universitat Stuttgart

Schriftenreihe, Heft 7, 1981

Bei schematischer Anwendung des Prinzips wird Ausgleichung und erneutes Data-
snhooping Schritt filir Schritt wiederholt, bis alle so erkennbaren groben Daten-
fehler eliminiert sind. In der Praxis wird sich dabei die Frage stellen, ob im
Falle mehrerer grober Fehler das Verfahren des Data-snooping nicht dadurch be-
schleunigt werden kann, daB mehrere grobe Fehler gleichzeitig betrachtet werden.

Es hdngt von der Struktur und der Oberbestimmung eines Ausgleichungssystems ab
und ist von Fall zu Fall zu entscheiden, ob einzelne als grob fehlerhaft er-
kannte Beobachtungen einfach weggelassen werden konnen oder ob die betreffende
Beobachtung fiir das System so wesentlich ist, daB sie durch Nachmessung ge-
sichert werden muB. Hdufig knnen grobe Fehler nach ihrer Aufdeckung auch korri-
giert werden, insbesondere wenn es sich um administrative Fehler wie falsche
Numerierung o.d. gehandelt hat.

3.4 Die Methode des Data-snooping, wie oben beschrieben, ist ein v611ig objek-
tiver ProzeB. Zu seiner Durchfihrung werden die a priori Annahmen Uber die Ge-
nauigkeit der Beobachtungen und die GrdBen r; bendtigt. Wie wir gesehen haben,
ist die Berechnung der r; bei groBen Systemen aufwendig, aber die Methode 1dBt
keinen Raum fiUr subjektives Eingreifen, sofern die gemachten Voraussetzungen
glittig sind. Insbesondere ist denkbar und praktisch anzustreben, daB z.B. Rechen-
programme fiir Blockausgleichung mit einem Data-snooping Programm ergdnzt werden,
das in der Lage sein sollte, die Priifung auf grobe Fehler algorithmisch durch-
zuflihren.

Das Data-snooping in der beschriebenen Form setzt allgemein eine Ausgleichung
voraus. Es kann allerdings nur GrdBen prifen, denen in der Ausgleichung Verbes-
serungen zugeordnet sind. Fest eingefiihrte Werte sind dagegen nicht priifbar, wie
z.B. die Koordinaten von Fest- oder PaBpunkten. Da aber gerade sie ebenfalls
fehlerhaft sein kdnnen, miissen diese Werte in die Ausgleichung als Beobachtungen
eingeflihrt werden, damit sie Uberhaupt priufbar werden.

Inwieweit das Data-snooping im librigen in der Lage ist, grobe Datenfehler sicher,
vollstdndig und scharf zu erkennen und die gewlinschte Datenbereinigung zu leisten,
wird Gegenstand der folgenden Vortrdge sein. Tatsdchlich wird sich herausstellen,
daB grobe Datenfehler grundsédtzlich nur bis zu einem unteren Grenzwertbetrag auf-
deckbar sind, daB also kleine grobe Fehler unerkannt im Datenmaterial verbleiben.
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1. r = Spur der Matrix (QyP1q)

Spur einer Matrix A

n
sp (A) =_Zlaii = Summe aller Elemente der Hauptdiagonalen
i=

Fir die Spur eines Matrixprodukts gilt

sp (AB) = sp (BA) , sofern das umgekehfte Produkt existiert.

Damit sp (QuPyy) = sp {0y - ANIAT)PL}  mit N ATP oA
= sp (E, - AVIATR)
= SpPE, - sp (AN'IATP11)
= n-sp (N'IATP11A)
= n-sp (N"N)
= n-sp(E)
= n-u=r En’ Eu = Einheitsmatrizen vom Rang n, u

2. Die Matrix (vip11) ist. idempotent, d.h. (QWP.”)2 =(vip11)

Beweis durch Ausmuyltiplizieren (N = ATP11A)
2 _
QuPrr)™ = QP (04 Pyq)

= (£ - ANIATR ) (E - ANTTATP

1

1)

= (- avIaTey, - anTaTe L+ A aTeapnTtaTe, )

e a1, T
= (E- ANTA'R)

= (vipll)

Eigenschaften:
Fiir eine idempotente Matrix gilt:

- Eigenwerte = 0 oder =1

- sie ist mindestens semi-definit

- Rang = Spur

- falls ein Diagonalelement den Wert 0 oder 1 hat,
sind die restlichen Elemente der Spalte = 0 .
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3. Beispiel: Relative Orientierung

T
1= [P1P2P3PuP5Pe] Py =E o, =0p
Bedingungsgleichung : 2p1'2p2'p3+pu'ps+pe= w=20

UW=w; U=[2-2-11-11]; [w]

Normalgleichungsmatrix : N = UQHUT

Normalgleichung : Nk = w , N = 12, Nl E%
" -1 W
M k: T
Ldsung N “w 17
Verbesserungen : vy = Q]]UTK =] w/6
-w/6
-w/12
w/12
-w/12
w/l2
. _ TS _ Ty-1 _ T
(QuyP) = Qu = Qq = 7 = Qp = (Qqq = QUN "Wyq) = Qg UN Uy = U
1
=Ll 2l[2-2-11-11]==[4-4-2 22 2
12 | -2 1214 4 2-2 2-2
-1 202 1-11-1
1 2-2-1 1-11
-1 2 2 1-11-1
1 2-2-11-11
ry =r, = 1/3 ; Frg=r, =rs =rg= 1/12
= = 3=0,58 H = = = =g, v1/12 =10,29
ov1 °v2 o 1/ Up Gva cvu UVS OVG 9p v1/ Up
mit k=3, vyl = 3 0vy
‘V1|2u1. = |V2|zu1. = 1,74 % ; |v3|zu'l. N ‘Vh]zu1. N IV5]ZU1. = lv6|zu'|. =0.87 %p

V,P3 =V.Py, =V Ps=Vps = 13,8 °p

4, Beispiel: 3 Winkel im Dreieck

Bedingungsgleichung Skizze

Uv=w[111]-[vdevy]T=ZOO-a-B Y =W A

P11 = E, 0, =0, =05 T OY

Normalgleichungsmatrix : N = UQHUT = UUT
Normalgleichung : Nk =w, N=3
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Schrif@er&i@ﬁ,dﬁe@t 7, 1981 k = N - W
3

Verbesserungen : vVl o= Q]1UTk =11 k =] w/3

vB 1 w/3

vY 1 w/3

1 1
=11l 2 [1 ==
3[11] BERR
1 111
1 111

o B Y
oy; = 01;/r; = 0,58 o7, = 0,58 o (i=20a,8,7Y)
v Vi Vi . .
W= 011:’?7 =Ef:/—1-=6T5;81_o~|‘.—= 1,73%: 1,732—; (i =0 Bs v)
mit k = 3
‘Vilzu'l. = 3 Op; 3-0,58 oy = 1,64 o = 1,64 o, (1 = as By v)

nicht lokalisierbar

. o =
V011 = o"l —_ g

, 1.2 = 6,90y, = 690
i e i

[¢]

5. Beispiel fiir die Wirkung eines groben Fehlers in einem LagepaBpunkt

*

'mjs

-=-- Modellblock Sollage (Ackermann 1966)
—— Modellblock Istlage

A PaBpunkt

© transformierter Neupunkt

Ackermann 16



Vortrage des Lehrgangs Numerische Photogrammetrie (1V):
Grobe Datenfehler und die Zuverlassigkeit der photogrammetrischen

Pég\ktbestimmung, Stuttgart 1980.
Institut fir Photogrammetrie der Universitat Stuttgart -
Schriftenreihe, Heft 7, 1981
6. Beispiel fiir die Wirkung eines PaBpunktfehlers auf die Neupunkte
in einem Modellblock (Ackermann, 1966)
1

GroBe des Punktfehlers
in Punkt 1 : 1 Basislinge

7. Beispiel fir den EinfluB eines groben Fehlers in Punkt 103 auf di

Restverbesserungen eines Lageblocks

(Forstner, 1976)

urspriinglicher Fehler

~ A 1913
130t
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