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Die Abhiingigkeit der Ausgleichungsergebnisse
von der Genauigkeitsinderung einer Beobachtung

Von Michael Hahn und Jan van Mierlo, Karlsruhe

Summary: In a least squares adjustment the variance-covariance matrix of the observables is assumed
to be known. The sensitivity of the adjustment-results with regard to a modification of the precision of
one observation is derived. Special attention has been given on the implication on the outlier tests and
the corresponding redundancy numbers (reliability). Applications of the formulae are discussed with
respect to planning, testing and optimization of networks.

Zusammenfassung: Die Ausgleichungsrechnung setzt die Genauigkeit der Beobachtungen als vorab
bestimmte oder aus Erfahrung bekannte GroBe voraus, die in die Beziehungen zur Berechnung der Aus-
gleichungsergebnisse als Elemente der Kovarianzmatrix der Beobachtungen einflieBen. Die Sensitivitit
der Ergebnisse beziiglich einer Anderung der gewihlten Genauigkeit der Beobachtungen 148t sich mit
den im folgenden abgeleiteten Beziehungen analysieren. Die Ergebnisse, dargestellt als Funktion einer
Gewichts- bzw. Genauigkeitsmodifikation, dienen als Basis zur Untersuchung des Einflusses auf die
Ausreillertests und die ZuverldssigkeitsmaBe. Fiir die Anwendung der Formeln kann eine gezielte
Genauigkeitsinderung z.B. bei einer Netzplanung zur Einhaltung minimaler oder maximaler Redun-
danzanteile im Vordergrund stehen; aber ebenso kénnen Zweifel an der korrekten Festsetzung eines
Gewichtes dominieren, deren Konsequenzen iiberpriift werden sollen.

1. Einleitung

Die Parameterschitzung nach der Methode der kleinsten Quadrate setzt voraus, daB die
Stochastizitdt der Beobachtungen erfaft ist. Die Kovarianzmatrix der Observablen wird bei
der Formulierung des Modells bis auf einen Faktor als a priori fest vorgegeben betrachtet;
die hieraus abgeleitete Gewichtsmatrix ist dadurch bekannt. Eine Abschwichung der
Voraussetzungen ist gegeben, wenn der Beobachtungsvektor in Gruppen aufgeteilt werden
kann, wobei jeder Gruppe ein Varianzfaktor zugeordnet wird. Eine Unterteilung dieser Art
kann geboten sein, wenn die Anpassung der Genauigkeiten der Beobachtungsgruppen an ein
einheitliches Varianzniveau infolge verschiedenartiger Beobachtungstypen (Strecken, Rich-
tungen, ...) oder MeBinstrumente etwas problematisch ist. Hier wird hidufig mittels Varianz-
komponentenschitzung versucht, die Genauigkeit der Beobachtungsgruppen aufeinander
abzustimmen (Pelzer 1985, S. 107 ff.).

Trotz groBer Sorgfalt bei der Festsetzung der in das stochastische Modell eingehenden
Genauigkeitsannahme mufl man zumindest fiir einzelne Beobachtungen davon ausgehen,
daB die im Modell formulierte Kovarianzmatrix die Realitit unzureichend approximiert.
Dabei ist nun weniger an die Korrelation der Beobachtungen gedacht, die wir ausschlieBen
wollen, als vielmehr an die Vielfalt der Faktoren, die beispielsweise infolge der ortlichen
Gegebenheiten (dem Geldndeprofil unterhalb des MeBstrahls, eine lokale Abberation der
Refraktion, Meteorologie) eine fiir jede Beobachtung realistische Genauigkeitseinschitzung
erschweren.

Von der Anderung der Genauigkeit bzw. des Gewichts macht ein GroBteil der robusten
Schitzverfahren Gebrauch. Bei den robusten Methoden, deren algorithmische Losung auf
der Basis einer iterativen kleinsten-Quadrate-Schitzung gewonnen wird, steht der Versuch
im Vordergrund, den EinfluB von Modellfehlern (unabhiingig davon, ob es sich um fehler-
hafte Beobachtungen oder fehlerhaft modellierte Varianzen handelt) auf die Parameter-
schitzung moglichst gering zu halten. Auf die Neugewichtung im jeweiligen Iterationsschritt
wird durch die Charakteristika der robusten Methode EinfluB genommen (Huber 1981;
Hahn 1985).
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In diesem Beitrag wollen wir die Konsequenzen ableiten, die aus der Anderung der
Genauigkeit einer Beobachtung fiir die Ergebnisse einer Ausgleichung folgen. In die Dis-
kussion werden die Auswirkungen fiir die Teststatistiken der AusreiBertests und fiir die
Zuverlédssigkeit einbezogen.

2. Gewichtsinderung einer Beobachtung

2.1 Voraussetzungen und Grundlagen

Um die Abhingigkeit der Ergebnisse einer Ausgleichung von einer Gewichts- (bzw.
Genauigkeits-)inderung der Beobachtungen untersuchen zu konnen, geben wir uns zwei
Modelle (2.1) und (2.2) mit identischer Konfiguration vor. Wir diirfen deshalb annehmen,
daB die Designmatrizen und Parametervektoren der beiden Ansitze vollig {ibereinstimmen;
lediglich die Kovarianzmatrizen sollen voneinander abweichen.

Als Ausgangspunkt unserer Betrachtungen definieren wir die beiden Modellvarianten

(GauB-Markoff-Modell):
Ansatz 1: E()=Ax, D()=d*P! 2.1
Ansatz 2: E()=Ax, D({)=d*P7, (2.2)
wobei P und P Diagonalmatrizen sind, deren Elemente die Beziehung
Pi=Di Vi=1,n\k
=tp; Vi=k, t>0

erfiilllen. Das Gewicht der k-ten Beobachtung soll um den Faktor ¢ herauf- bzw.
herabgesetzt werden. Die Gewichtsmatrizen der beiden Ansétze lassen sich gemif3

P=P+(t—1) preyel 2.3)

ineinander iiberfithren. Fiir die Designmatrix 4 setzen wir vollen Spaltenrang voraus
(Rg(4) = u); die Gewichtsmatrizen P und P sind positiv definit, solange ¢ € R™ gilt. Die
Sonderfille, daB ¢ gegen Null und unendlich strebt, wollen wir zum Schlufl des Kapitels
diskutieren. e, steht fiir den Einheitsvektor, dessen k-te Komponente durch eine 1 besetzt
ist; entsprechend hat die Matrix ey el bis auf das k-te Diagonalelement ausschlieBlich Null-
elemente.

Mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate erhilt man die Ergebnisse der Parameter-
schitzung aus den bekannten Beziehungen (formuliert fiir Ansatz 1):
(@) % =Q:4TP!
(b) Qy=(4"PA)”
) v =A%—-I1=-0,P! (2.9)
@ Q=P'-AQAT '
(&) @ =wFPy=IP:Q;PI.
Die geschitzten GroBen der Parameter £, des Verbesserungsvektors v und der Verbesse-
rungsquadratsumme @, sowie die Gewichtskoeffizientenmatrizen Q¢ und Q,, kénnen wir
vollig analog zu den Beziehungen (2.4) auch fiir den Modellansatz 2 formulieren. Zur Unter-

scheidung zwischen den Ergebnissen werden alle unter (2.2) abgeleiteten GroBen mit einem
Querstrich versehen. Entsprechend (2.4 a—e) erhilt man die Beziehungen fiir

'{7 Q_ﬁa v, Q_va Q, (25a—e)

wobei die Gewichtsmatrix P durch P zu ersetzen ist.

2.2 Abhiingigkeit der Ergebnisse von der Gewichtsmodifikation

Die Ergebnisse des zweiten Modellansatzes (2.5) wollen wir als Funktion der Ergebnisse
des ersten, des ,,urspriinglichen” Ansatzes (2.4) darstellen. Damit 146t sich der Einfluf§ einer
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Gewichtsinderung, bezogen auf die bekannten GroBen einer Ausgleichung, angeben, bzw.
die Ergebnisse (2.5) konnen ohne eine zweite Ausgleichung gewonnen werden. Fiir die
geschitzten Parameter und deren Kovarianzmatrix hat Wolf schon 1961 (Wolf 1961, S. 361,
Gln. (3) und (4)) den EinfluB einer Gewichtsanderung abgeleitet.
Die Normalgleichungsmatrizen N =ATPA und N=ATPA erfilllen mit (2.3) und
AT e, = a;, die Beziehung
N=N+(t—1) pra,al. (2.6)

Die Inversion des Gleichungssystems kann mit Hilfe der Neumannschen Reihe vorgenom-
men werden (z.B. Bdhr 1973; Heck 1981; Eeg 1984; u.a.m.). Am einfachsten kommt man
durch Anwendung der bekannten, nach Frobenius und Schur benannten Matrizenformel
(auch als Identitdt von Frobenius/Schur/Woodbury bezeichnet)

(G+BDC)'=G'—=G'B(D'+CG'B)'CG! 2.7)

zum Ziel, die regulire Matrizen G und D sowie (D~!+ C G™! B) voraussetzt (Zurmiihl und
Falk 1984, S. 308). Durch die Zuweisung

G=N, B=p,(t—-Da, D=1, C=adf,

in der D eine skalare GroBe ist und B und C Vektoren sind, ist die Regularititsbedingung
eingehalten, so daB sich die Inverse N™! angeben 1463t

Nl'=NT1—p,t—D) N lapy(1+p(t—1) af N lap) 'af N7, (2.8)
Mit der bekannten Definition des Redundanzanteils r, (Ansatz 1)
re=(QuPirx=1—af Qs ax i, (2.9)

dem MaB, das die Kontrollierbarkeit der Beobachtung /, durch die restlichen Beobachtun-
gen des Netzes zum Ausdruck bringt, vereinfacht sich die Beziehung (2.9). Man erhélt mit
(2.4b) und (2.5b) Q; gemiB

0s= Qs — ¢, Qs a af Qs (2.10a)
wobei die Einfihrung des Faktors ¢,
r—1 t—1 '
pe(t—1) _ (=D (2.10b)

“CCIHC-D =19 rm+td-ry
sich fir die weiteren Ableitungen als vorteilhaft erweist. Mit (2.10) haben wir die Basis-
beziehung gewonnen, die zur Verkniipfung der Ergebnisse von (2.4) und (2.5) benétigt wird.
Da der Redundanzanteil einer Beobachtung bekanntlich nur Werte aus dem Intervall [0, 1]
annehmen kann, ist der Nenner in (2.10b) fir z > 0 (Definitionsbereich von ?) eine stets
positive GroBe. Die geschédtzten Parameter

£=05'4TP1 (2.52)
lassen sich mit (2.3) und (2.10) durch geeignetes Zusammenfassen (unter Beachtung von
(2.4a,c) und (2.9)) gemiB

§=fc—c,kaxak (211)
berechnen, worin v, die Verbesserung der k-ten Beobachtung bezeichnet. Die einfache Glei-
chung (2.11) gestattet, mit (2.5¢) die Abhéngigkeit des Verbesserungsvektors & von den

GroBen des 1. Modells direkt anzugeben
17=v—c,vaQ,eak. (212)

Ebenso einfach ist die Abhingigkeit zwischen den Gewichtskoeffizientenmatrizen der aus-
geglichenen Beobachtungen zu ermitteln:

Or=AQ:AT= 01— ¢, Oreref O;. (2.13)

Zur Berechnung von

Q,=P'- 0 (2.5d)
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ist die Inversion von (2.3) erforderlich; die Losung kann in der Form

e (2.14)
oy k €k
dargestellt werden. Ein Beweis hierfiir ist durch Anwendung der Matrizenformel (2.7) leicht
zu fithren. Ordnen wir den Matrizen G, B, D, C (2.7) die GréBen G=P, B=(t — 1) py e,
D=1, C=¢e]l zu, so existieren fiir r € R" alle Inversen, die auf der rechten Seite der Glei-
chung (2.7) auftreten. Durch Umformung erhilt man die Beziehung (2.14). Da PP~! = [ gilt
(Einheitsmatrix /), kann der Beweis einfach auch durch Einsetzen von (2.3) und (2.14)
gefiihrt werden. Die Kofaktorenmatrix Q, ist mit (2.13) und (2.14) als Funktion der GroBen
des ersten Modells bekannt.

SchlieBlich bleibt noch die quadratische Form der Residuen Q als Funktion von (2.4) zu
formulieren; es besteht der Zusammenhang

Q=Q+c 2, (2.15)
der mit (2.3) und (2.12) aus (2.5¢) folgt (siehe Hinweise in Kapitel 3). Alle Ergebnisse des

zweiten Modellansatzes sind als Funktion der GroBen dargestellt, die nach einer Ausglei-
chung der unter Ansatz 1 formulierten Aufgabe bekannt sind.

Pl=p71—

2.3 Sonderfille der Gewichtsinderung

In Abschnitt (2.1) wurde der Definitionsbereich fiir den Faktor ¢ der Gewichtsmodifikation auf
¢t € R beschriinkt. Betrachtet man nun den Grenziibergang ¢ — 0, so wird die Gewichtsmatrix P (2.3)
positiv semidefinit. Die Varianz der Beobachtung /, strebt unter Ansatz 2 gegen unendlich, d.h. die
Beobachtung /, iibt keinen EinfluB auf die Ausgleichungsergebnisse (p;, — 0) aus. Die Forderung, da
alle Inversen in Gleichung (2.8) existieren, bedingt, daBB der Nenner in (2.10b) von Null verschieden
sein muB. Diese Bedingung zieht fiir # gegen Null die Forderung nach sich, den Redundanzanteil
r, > 0 vorauszusetzen. Die Einschrinkung ist notwendig, da =0 die Elimination des Einflusses einer
Beobachtung auf die Ausgleichung bewirkt, was einem Streichen der Beobachtung a priori gleich-
kommt. Eine nichtredundante Beobachtung (7, = 0) zu streichen hat aber einen Konfigurationsdefekt
zur Folge. Fiir =0 gehen die in Abschnitt 2.2 angegebenen Gleichungen iiber in die in Heck (1981,
S. 21-25) formulierten Beziehungen.

Einen trivialen Sonderfall stellt die Wahl =1 dar. Es wird keine Gewichtsmodifikation durch-
gefiihrt, da die Ansitze 1 und 2 identisch sind. Neben ¢ — 0 wollen wir den Grenziibergang ¢ — oo
betrachten. Das Gewicht g, (2.2) strebt gegen unendlich, bzw. die Varianz der Beobachtung /, im
Ansatz 2 gegen Null. Fiir die Ausgleichung hat das zur Folge, daB die Schitzung [ =/, + 7, mit der
Beobachtung /, tibereinstimmt. Die geschitzten Parameter erfilllen die an die Beobachtung gekniipfte
Restriktion; fiir eine Strecke (2-dim. Netz ohne MaBstabsunbekannte und Additionskonstantenschit-
zung) bedeutet das, daBl die ausgeglichene Lage der Endpunkte einer Strecke sich um die Distanz des
gemessenen Wertes /, unterscheiden. Der Grenzwert lim ¢, strebt gegen 1/(Qp)xx, den Kehrwert des

t— o
k-ten Diagonalelements der Gewichtskoeffizientenmatrix der ausgeglichenen Beobachtungen /. Das hat
.Konsequenzen wie z. B. 5, = 0 (siehe 4.2b) zur Folge, die wir nicht weiter auszudiskutieren brauchen.

3. Anderung der Metrik des Beobachtungsvektors

Die beiden Modellansitze (2.1) und (2.2) wollen wir in einen allgemeineren Zusammen-
hang stellen. Der Beobachtungsvektor / gehdrt einem n-dimensionalen euklidischen Raum
an, der durch die positiv definiten Kovarianzmatrizen D (/) und D (/) mit unterschiedlicher
Metrik versehen ist. Auf die Voraussetzung (2.3) wollen wir nun verzichten. Fiir eine fest
vorgegebene Designmatrix 4 (nx u) mit Rang Rg (4) = p = u kann der orthogonale Projek-
tionsoperator fiir die orthogonale Projektion des n-dimensionalen euklidischen Raumes auf
den Spaltenraum R (4) beziehungsweise R (4)* bezughch des durch yTPz definierten
Skalarproduktes angegeben werden gemaf

R=A(ATPA)ATP bzw. M=I-R
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(Koch 1980, S. 63). R und M stellen die Kovarianzmatrizen der ausgeglichenen Beobach-
tungen bzw. der Residuen dar. Durch (47 PA)~ ist eine generalisierte Inverse der Normal-
gleichungsmatrix bezeichnet. Entsprechend erhalten wir nun die Projektionsoperatoren

R=A4(ATPA)y"A"P bzw. M=I-R,

wenn wir die Metrik des Vektorraumes der Beobachtungen durch D (/) festlegen. Die
Orthogonalitit der Projektionsoperatoren R bzw. M ist an das Skalarprodukt y” Pz gebun-
den. Von den Eigenschaften der Projektoren wird insbesondere bei der S-Transformation,
der Transformation von Koordinaten, Kovarianz- oder Kriterionmatrix der Koordinaten auf
(oder in) ein (anderes) Datum Gebrauch gemacht (van Mierlo 1980; Iliner 1985).

Die Verbesserungen und ausgeglichenen Beobachtungen, die sich auf D (/) beziehen,

wollen wir mit 7 und /bezeichnen. Es gilt
v=M7 (=Mv), 3.1)

d.h. die Transformation der Residuen # mit dem Projektor M kommt dem Ubergang auf
eine andere Metrik des Beobachtungsraumes gleich, die durch D (/) festgelegt ist. Die
Kovarianzmatrix D (/) braucht dabei nicht bekannt zu sein. Die orthogonale Projektion des
Beobachtungsvektors / mit den Projektoren R und R auf den Spaltenraum R (4) liefert die
Schitzungen / bzw. /. Transformiert man diese Schitzungen mit R oder R, so gilt

RI=RI=T

(entsprechendes fiir /), d.h. die Transformation bleibt fiir die ausgeglichenen Beobachtun-
gen ohne Auswirkung, was geometrisch aus Abb. 1 sofort ersichtlich ist. Die Vektoren / ()
liegen im Spaltenraum R (4), so daB3 durch die Projektionsoperatoren R bzw. R kein Einflufl
auf die ausgeglichenen Beobachtungen ausgeiibt werden kann. Von Nutzen ist (3.1) bei der
Berechnung von Q (2.15), denn mit 5 = Q, Pv und 7 = 57 P Q, (jeweils nach (3.1)) gilt

Q=0t"P5=5"PQ,Pv=5"Pv,

wodurch die Ableitung von (2.15) etwas vereinfacht wird. Geben wir uns mit D@ (/) unter-
schiedliche Kovarianzmatrizen fiir die Beobachtungen vor, so gilt fiir die zugehdrigen Pro-

jektoren M@
MO = 0. 0.

Vektorraum
AL

-

Lelsv [ -1«
-y Abb. 1. Geometrische Darstellung der verschiedenen
Projektionen

ol

L=RL T-R®L t-
e Projektionsoperator
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und fiir die Projektoren R ) die Beziehung
RO=_ -RW.RO, (3.2)

Ferner sind die Matrizenprodukte M®R® und R® M® identisch Null, eine Eigenschaft,
die bei unterschiedlicher Metrikfestsetzung im allgemeinen

MORB=_RK _ROREK =_RKE _RHE =
ROMBD=RO _RORK=RO — RE) £

fur das zweite Matrizenprodukt nicht mehr gilt. Auf eine weiterfithrende Diskussion wollen
wir an dieser Stelle verzichten.

4. EinfluB der Gewichtsmodifikation auf den AusreiBBertest

Aufbauend auf die in Kapitel 2 abgeleiteten Beziehungen wollen wir spezielle Aspekte,
zundchst den EinfluB der Gewichtsinderung auf die Teststatistiken der AusreiBertests
betrachten. Die Theorie des Tests einer linearen Hypothese fithrt durch die Formulierung
von Null- und Alternativhypothese zur Aufstellung von Teststatistiken, deren statistische
Verteilung bekannt ist. Die TestgroBe, die als Funktion der Beobachtungen berechnet wird,
dient zur Uberpriifung des Modells und Aufdeckung moglicher Modellfehler. Fiir die
Grundlagen sei auf Lehrbiicher (Graybill 1976, Koch 1980) verwiesen. Die Ausreif3ertests,
mit denen ein grober Fehler in den Beobachtungen aufgedeckt werden soll, enthalten alle
die gewichtete Verbesserung

i @.1)

in der ¢,, das i-te Diagonalelement der Q,-Matrix bedeutet. Vorauszusetzen ist in (4.1),
daB g¢,,> 0 gilt, was bei unkorrelierten Beobachtungen der Forderung r; > 0 gleichkommt.
Redundante Beobachtungen sind notwendig, um AusreiBertests durchfiihren zu konnen.
Durch Normierung des gewichteten Residuums mit dem Faktor ¢ erhédlt man die TestgroBe
des data-snooping, die unter der Nullhypothese standardnormalverteilt ist. Ist der Varianz-
faktor ¢? a priori nicht bekannt, kann ausschlieBlich eine Schitzung von ¢ zur Normierung
verwendet werden, woraus die Student- bzw. Tau-verteilten TestgroBen folgen. Um die
Abhingigkeit des gewichteten Residuums von einer Gewichtsmodifikation ausdriicken zu
konnen, bendtigen wir die Elemente ;, 7; bzw. g, des Vektors 7 und der Matrizen 0,P

bZ‘I)SVurQ gie Verbesserungen 7; nach der Umgewichtung erhalten wir aus (2.12)

vi=vitcuvgq, YiFk, (4.2a)
wobei fiir das Nebendiagonalelement g,,, = — af Q; a; gilt und

D = Co Uk Vi=k, (4.2b)

in dem die Abkiirzung c¢y:= (rx +¢(1—r))~! verwendet wird. Die uns interessierenden
Redundanzanteile 7; (zur Definition des Redundanzanteils siehe (2.9)) erhalten wir auf
Grund von (2.13, 2.14) und (2.5 d) als Diagonalelemente aus Q, P
QUF: (I— ¢ Qiek 81{) QvP 5
wobei wir wiederum die Fallunterscheidung in die von der Genauigkeitsmodifikation be-
troffenen (i = k) und nicht betroffenen (i # k) Beobachtungen (2.2) vornehmen:
Fi=ri+epiqh, ViFk
: 4.3
7k=00”k \V/l:k ( a’b)

Die Beziehungen fiir die Gewichtskoeffizienten g,,, der Verbesserungen konnen auf Grund
der Formeln (4.3) und (2.2) direkt angegeben werden:
Qo =Quated, ViFk

4.4
Gopi = (c0/1) Gy, Vi=k. (@ dab)
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Das Riistzeug zur Untersuchung des Einflusses der Gewichtsmodifikation auf den Aus-
reiertest steht uns mit den Formeln (4.2)—(4.4) zur Verfiigung. Zunichst iiberraschend ist,
daB fiir den Quotienten 7, /7, mit dem die GroBe eines vermuteten groben Fehlers in der
k-ten Beobachtung geschitzt werden kann, gilt

By /P = v/ 7 (4.5)

Das bedeutet, daB die Schétzung fiir einen groben Fehler in der Beobachtung /, beziiglich
einer Gewichtsidnderung p, =1 - p, dieser Beobachtung invariant ist. Fir i # k gilt diese
Invarianzeigenschaft allgemein allerdings nicht. Da die Schitzung /), die sich ergibt, wenn
die k-te Beobachtung an der Ausgleichung nicht teilnimmt, von /, gerade um uv,/r; ab-
weicht, ist die Eigenschaft der Gewichtsinvarianz gemaf (4.5) fiir den Schitzwert eines
groben Fehlers leicht verstdndlich.

Betrachten wir das gewichtete Residuum (4.1) nach der Umgewichtung, erhalten wir aus

(4.2b) und (4.4b) fir i =k
i)—k/ /qvkk =Jcot- Uk/ / Doy, - (46)

Fiir i # k ist der Quotient aus (4.2a) und der Wurzel aus (4.4a) durch Umformung nicht
mehr wesentlich zu vereinfachen. Die Testgrof8e des data-snooping kann durch Normierung
des gewichteten Residuums mit ¢ a priori berechnet werden; die Abhéngigkeit dieser Test-
groBe von der Umgewichtung ist entsprechend (4.6) durch den Wurzelausdruck J/co ¢ fest-
gelegt. Zur Berechnung der studentisierten TestgroBe wird die Schatzung

6y = (2 — 5%/q,,)/(r — 1) 4.7)
benotigt (Heck 1981). Mit (2.15), (4.2) und (4.4) erhalt man

Q -3/, = Q — v}/q,,, -
Da die Redundanz r, d.h. die Differenz zwischen der Anzahl der Beobachtungen und der
Anzahl der Parameter von der Wahl der Gewichtsmatrix unabhingig ist, sind die Schitz-
werte ; 1

Gty = 6%

der beiden Modellvarianten (2.1) und (2.2) identisch, wie aus (4.7) folgt. Die durch Nor-
mierung in (4.6) mit diesen Schitzwerten erhaltene Abhéngigkeit der studentverteilten Test-
groBen ist ebenfalls durch den Wurzelausdruck }/ ¢, ¢ festgelegt.

Wir definieren die Einflu8funktion x»(t, r;) auf die TestgroBe des AusreiBertests fiir die
von der Gewichtsmodifikation betroffene Beobachtung /

1—1¢ —-1/2
%(t, 1) == W=(1 +( ) rk) , (4.8)

t

die sowohl fiir das data-snooping als auch fiir die der Studentverteilung folgenden
TestgroBen gilt und nur vom Umgewichtungsfaktor # und Redundanzanteil r, abhingig ist.
Etwas Einblick in die Abhadngigkeit von x = x (¢, r) gibt Tabelle 1.

Tabelle 1. Funktionswerte der EinfluBfunktion x(z r;) auf die TestgroBen der AusreiBertests fiir die
Beobachtung /;

t 0,01 0,1 0,5 0,8 1,2 2,0 10,0 100,0 - o0
Vi
0,01 0,71 0,96 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,01
0,1 0,30 0,73 0,95 0,99 1,01 1,03 1,05 1,05 1,05
0,3 0,18 0,52 0,88 0,96 1,03 1,08 1,17 1,19 1,20
0,8 0,11 0,35 0,75 0,91 1,07 1,29 1,89 2,19 2,24

rp— 1 0,10 0,32 0,71 0,89 1,10 1,41 3,16 10,0 -
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Da die Varianz einer Beobachtung umgekehrt proportional zum Gewicht ist, hat die zu
optimistisch angenommene Genauigkeit einer Beobachtung (a;, < ¢;,) zur Folge, dal deren
TestgroBe zu groB ausfillt (siehe 7> 1). Entsprechend gilt auch fir r <1, daB die
zugehorige TestgroBe zu gering ausfillt. Weiterhin ist aus Tabelle 1 leicht ersichtlich, daf3
die TestgroBen schlecht kontrollierbarer Beobachtungen (ry=0,01) sehr viel weniger
empfindlich auf eine Anderung der a priori angenommenen Beobachtungsgenauigkeit (bzw.
des Gewichts) reagieren, als die TestgroBen der gut kontrollierbaren Beobachtungen
(re=0,3 und r;=0,8). Im Bereich 0,8 =¢= 1,2 bleibt die Anderung der TestgroBe unter
rund 10% (siehe auch Kapitel 6). Die Ergebnisse dieses Abschnitts wollen wir in einem Satz
zusammenfassen:

Satz 1:

Fiir die Beobachtung I sei durch py =t - p; eine Umgewichtung vorgesehen. Dann gilt fiir die
der Normalverteilung (data-snooping) und der Studentverteilung (t-Test) folgenden TestgréBen
T =v,/Vq,,,/0 (bzw. 6)> dalB die Abhdngigkeit der TestgroBen von der Umgewichtung durch
die EinflulSfunktion »(t,r,) (4.8) beschrieben werden kann. Die Schiitzung eines groben
Fehlers durch den Quotienten vy /ry ist eine beziiglich einer Gewichtsdnderung von [y invariante
GroBe.

5. Die Zuverlidssigkeit unter dem Aspekt der Gewichtsiinderung

Die Zuverlédssigkeit oder Sensitivitit eines Netzes gegeniiber Ausreiflern resultiert aus der
Trennung von Nullhypothese (Hj: kein grober Fehler) und Alternativhypothese (H,: ein
grober Fehler in Beobachtung /;). Die Charakterisierung durch MaBe der inneren Zuver-
lassigkeit geschieht durch Betrachtung der Mindestgroe eines mit einer vorgegebenen
Wabhrscheinlichkeit (Glite f) aufdeckbaren Fehlers; fiir die duBere Zuverldssigkeit wird
dieser Grenzwert verwendet, um dessen Auswirkung auf die Parameter oder daraus
abgeleitete Funktionen abzuschétzen. Eine ausfithrliche Diskussion der Konsequenzen fiir
die Zuverlissigkeitsmafle, wie sie in van Mierlo und Hahn (1986) fiir die Elimination einer
Beobachtung (-sgruppe) diskutiert wird, wollen wir hier nicht anstellen. Da sowohl der
Grenzwert fiir einen mit dem data-snooping nach Baarda nicht aufdeckbaren Fehler

1
Voll':_‘_"' 50 gy,
Vri
in der i-ten Beobachtung als auch die Abschidtzung des Einflusses auf eine beliebige
Funktion (AuBlere Zuverldssigkeit)
Vo F (%) = &ior

mit dem EinfluBfaktor &, (Forstner 1979) sehr stark vom Redundanzanteil abhingen,
wollen wir uns auf den Redundanzanteil als charakteristische GroBe der Zuverldssigkeit
(MaB der Kontrollierbarkeit) konzentrieren.
Die Redundanz der Beobachtung /;, fiir die eine Gewichtsdnderung betrachtet wird, folgt
der Beziehung (4.3b)
7k=CoI’k mit C0=(Vk+l(1—rk))_1

(siehe Kapitel 4). Der Faktor ¢ ist groBer als 1, wenn das Gewicht von /, herabgesetzt wird
(t < 1) und kleiner als 1, wenn das Gewicht von /, erhdht wird (¢ > 1). Miiller (1986) hat
den Zusammenhang (4.3b) genutzt, um bei der Optimierung die Zuverldssigkeit zu beriick-
sichtigen. Beobachtungen mit zu geringer Redundanz r, konnen auf eine untere Schranke
Fr = F'min heraufgesetzt werden; daraus folgt der Faktor ¢

_ e = 7i) '

t=pp/pr=—-—"""71 5.1

Pr/Dk 7o (1— 1) (.1
durch Umformung von (4.3b), bzw. das verminderte Gewicht p;, das als Restriktion in den
Optimierungsalgorithmus einflieBt (Miiller 1986, S. 160, Formel (16)).
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Mit der Gleichung (4.3a) konnen wir die Auswirkung auf die Redundanzanteile der
Beobachtungen /; (i # k) diskutieren. Mit ¢, gemaf (2.10b) erhilt man

Fe=(1+—1)Fok) ris (5.2)

eine Beziehung, in die der Korrelationskoeffizient i = ¢,,,/)/4,,, 4,, der Verbesserungen v;
und v, eingeht. Die Gewichtserhéhung der Beobachtung /; (# > 1) hat eine Erhdéhung der
Redundanzanteile r; (i + k) aller restlichen Beobachtungen zur Folge. Bei geringer (keiner)
Korrelation der Verbesserungen ist allerdings auch die Erhéhung der Redundanz 7; gering
(gleich Null). Die Reduktion der Kontrollierbarkeit der Beobachtung /; triigt zur Erhéhung
der Kontrollierbarkeit aller anderen Beobachtungen /; (i # k) bei und umgekehrt zieht die
Erhohung der Kontrollierbarkeit von /, eine Verminderung 7; = r; nach sich.

Sollen die Redundanzanteile mehrerer Beobachtungen an eine vorgegebene Grofe
angepalit werden, 148t sich die gegenseitige Beinflussung mittels (5.2) beriicksichtigen; sie
kann vernachldssigt werden, wenn die Korrelationskoeffizienten der Verbesserungen hin-
reichend klein sind oder die Redundanzanteile von den Vorgaben nicht allzusehr abweichen.

6. Untersuchungen am Testnetz Onstmettingen

Das Testnetz Onstmettingen wurde zur Ermittlung von Bewegungsraten im seismisch aktiven Gebiet
der westlichen Schwibischen Alp (Hohenzollerngraben) eingerichtet (siehe Abb. 2). Insbesondere durch
Streckenmessungen soll die von geologischer und seismotektonischer Seite erwartete horizontale
Scherung erfal3t werden (Mdlzer 1983).
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EinfluBfunktion IC(t5)

A
110 1
NS
P
1,05
1,00 + y *
02 04 0.6 08 Redundanz-
] anteil n
096 1 1
L8065 1 . —_ .
RSN ] Abb. 4. EinfluB der Genauigkeitsdnderung einer
092 ] Beobachtung um = 10% auf die TestgroBe des
1 S AusreiBertests dieser Beobachtung

In Abb.3 sind die Redundanzanteile der Strecken eingetragen, die sich aus der Diagnose-
Ausgleichung (Netzplanung) ergeben, wenn fiir die Streckenmessung mit dem ME 3000 der Genauig-

keitsansatz
o,=a+b-'s, a=03mm, b=1ppm

vorgegeben wird. Fiir die Konfiguration dieses Beispiels sind Streckenmessungen in verschiedenen
MeBbereichen und Hin- und Riickmessung von Strecken nicht berticksichtigt.

Wir setzen voraus, daB der Genauigkeitsansatz (stochastisches Modell) und die ,stochastische
Realitit einer Beobachtung um nicht mehr als = 10% voneinander abweichen. Diese Abweichungen
beziiglich der Beobachtungsgenauigkeit haben

1=(1/09)2=1,23 (bei — 10%)
t=(1/1,1)2=0,83 (bei + 10%)

zur Konsequenz. Der EinfluB auf die TestgroBen gemaB (4.8) ist in Abb. 4 dargestellt, wobei der
maximale und minimale Redundanzanteil des Streckennetzes (21%, 70%, siche Abb. 3) die obere bzw.
untere Schranke festlegen. Der Graph (Abb. 4) macht deutlich, was sich durch Reihenentwicklung von
(4.8) bestitigen 1aBt: Der von der Genauigkeitsinderung einer Beobachtung um =+ 10% auf die
TestgroBe des AusreiBertests dieser Beobachtung ausgeiibte EinfluB fallt bzw. wichst nahezu linear mit
dem Redundanzanteil r, und kann hinreichend genau mit dem Faktor (1 + r,/10) abgeschétzt werden.
Um den EinfluB der Genauigkeitsinderung auf die Kontrollierbarkeit studieren zu kénnen, miissen die
Korrelationskoeffizient der Verbesserungen berechnet werden. Von den (3) Korrelationskoeffizienten
sind die drei betragsgroBten in Abb. 3 eingezeichnet. Ca. 60% der Verbesserungen sind weniger als 20%
korreliert; in den Intervallen (0,20—0,40) liegen jeweils ca. 20% der Korrelationskoeffizienten (betrags-
miBig). Will man die Kontrollierbarkeit des Netzes erhdhen, z.B. indem ry;, = 0,30 gefordert wird,
lassen sich mit (5.1) die Gewichte der betroffenen Beobachtungen neu festlegen. Eine Abschitzung der
gegenseitigen Beeinflussung gemiB (5.2) fithrt zu Werten von maximal (5—10)% der Redundanzanteile
r;. Eine geringfiigige Uberkorrektur bei der Neugewichtung reicht damit schon aus, um den
Zuverlissigkeitsaspekt bei der Netzplanung in einem Iterationsschritt zu beriicksichtigen.

Dank: Die Verfasser danken der Deutschen Forschungsgemeinschaft fiir die finanzielle Unterstiitzung.
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