Sonderdruck aus der .,Zeitschrift fiir Vermessungswesen*
98. Jahrgang 1973, Heft 4
(Verlag Konrad Wittwer in Stuttgart)

Pridiktion und Filterung mit zwei verschiedenen Stiitzpunkt-Gruppen
Von KarL Kraus, Stuttgart



DK 519.283+512.52:519.281
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Summary: When using least-squares interpolation and filtering it has been presumed up to now that
.all reference points belong to the same statistical population. This assumption cannot be kept up for
.some practical applications. In this paper the method of least squares interpolation and filtering is
.extended in such a way that the reference points may be divided into two classes and that there is
less correlation between the two classes than between the reference points within one individual class.
The efficiency of least-squares interpolation and filtering being extended like this is demonstrated by
.simulated examples. At last some possible applications are indicated.

Zusammenfassung: Bei der Interpolation und Filterung nach kleinsten Quadraten setzt man bisher
wvoraus, daB alle Stiitzpunkte der gleichen statistischen Grundgesamtheit angehoren. Diese Voraus-
getzung laBt sich fiir einige Anwendungen in der Praxis nicht aufrecht erhalten. In diesem Aufsatz wird
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die Interpolation und Filterung nach kleinsten Quadraten dahingehend erweitert, da3 die Stiitzpunkte
in zwet Gruppen aufgeteilt sein kénnen und die beiden Gruppen miteinander weniger korreliert sind als
die Stiitzpunkte innerhalb der jeweiligen Gruppe. Die Leistungsfahigkeit der auf diese Weise erweiterten
Interpolation und Filterung nach kleinsten Quadraten wird an simulierten Beispielen demonstriert und
einige Anwendungsmoglichkeiten werden angedeutet.

1. Problemstellung

In Abb. 1 ist ein interessantes Interpolationsproblem skizziert, das — wie spéter gezeigt
wird — in der Praxis eine gewisse Rolle spielt. Man hat zwei Gruppen von Stiitzpunkten,
die voneinander weniger abhéngig sind als die Stitzpunkte innerhalb der jeweiligen Gruppe.
Die eine Gruppe ist mit P und die andere mit @ bezeichnet. Spaltet man von den urspriing-
lichen Stiitzwerten L? und L2 die unregelméafigen Anteile 72 und 72 ab, reprasentieren die so
verbesserten Stiitzwerte der beiden Gruppen zwei mehr oder weniger gegeneinander ver-
setzte Funktionen. Die Funktion, die in der Abb. 1 vermittelnd zwischen den beiden ver-
setzten Funktionen verlduft, wird als Ergebnis des gestellten Interpolationsproblems an-
gesehen.

L

4asaaa Funktion der 1. Stitzpunktgruppe
eeeeoe Funktion der 2. Stiitzpunktgruppe
== Vermittelnde Funktion

Trend
Abb. 1. Vermittelnde Funktion zwischen den urspriinglichen Stiitzwerten der beiden Stiitzpunktgruppen

Die gesamte Aufgabe enthilt demnach eine Filterung der urspriinglichen Stiitzwerte und
die Pradiktion einer ausgleichenden Kurve unter der Annahme, dafl die beiden Gruppen
der gefilterten Stiitzwerte jeweils fiir sich eine Funktion beschreiben. Abgesehen von der
Einschriankung, daff keine Diskontinuititen auftreten diirfen, ist tiber den Verlauf der
Funktionen nichts bekannt.

Im Hinblick auf die Anwendungsmaéglichkeiten ist die Problemstellung der Abb. 1 da-
hingehend zu erweitern, dall die Stiitzpunkte oftmals nicht entlang einer Geraden sondern
zweidimensional in einer Ebene angeordnet sind und anstelle einer ausgleichenden Kurve
eine Flache gesucht ist.

Grundsitzlich kann die gestellte Aufgabe mit Polynomapproximationen gelost werden.
Allerdings tritt dabei immer das Problem der richtigen Wahl des Polynomgrades auf.
Wahlt man zu wenig Parameter, ist die Funktion nicht elastisch genug ; wéhlt man zu viele,
verlduft die Funktion in stiitzpunktarmen Bereichen mehr oder weniger unkontrolliert.

Fiir das einfachere Interpolationsproblem ausgehend von Stiitzwerten einer einheitlichen
Gruppe verwenden wir am Institut fir Photogrammetrie mit gutem Erfolg die sogenannte
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Interpolation nach kleinsten Quadraten bzw. die lineare Pradiktion [Kraus, 1972], [KrAUS,
MrikuAIL, 1972]. Bei dieser Methode mul} iiber den Verlauf der Funktionen nichts bekannt
sein. Es wird lediglich ein kontinuierlicher Funktionsverlauf vorausgesetzt, obwohl — wie
in [KraUsS, 1973] angedeutet — mit dieser Methode grundsétzlich auch Diskontinuitéten
bewiltigt werden konnen. In diesem Aufsatz wird die Interpolation nach kleinsten Qua-
draten so erweitert, dafl auch das in Abb. 1 angedeutete Interpolationsproblem mit Stiitz-
werten aus zwei verschiedenen Gruppen gelost werden kann.

Bei der linearen Pradiktion geht man im allgemeinen in zwei Schritten vor: Zuerst wird
der Trend — z.B. mit einem stark iiberbestimmten Polynom (Abb. 1) — abgespaltet und
diese sogenannten zentrierten Stiitzwerte [P und ¢ (Abb. 2) sind dann die EingangsgroBen
in die Grundgleichung der Interpolation nach kleinsten Quadraten?). Die iibrigen Parameter
dieser Grundgleichung sind Varianzen sowie Auto- und Kieuz-Kovarianzen. Der eigent-
lichen Interpolation nach kleinsten Quadraten ist deshalb ein gesonderter Abschnitt iiber
diese stochastischen GroBlen vorangestellt.

l
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Vermittelnde Funktion

Abb. 2. Vermittelnde Funktion zwischen den zentrierten Stiitzwerten der beiden Stiitzpunktgruppen

2. Varianzen, Auto- und Kreuzkovarianzfunktionen

Fiir die Betrachtungen dieses Abschnittes wird angenommen, dafl Abb. 2 nur einen Aus-
schnitt eines unendlich groBen Interpolationsgebietes darstellt und daf unendlich viele,
sehr eng benachbarte Stiitzpunkte gegeben sind (n? — oo, n? — o0).

Die zentrierten Stiitzwerte I? und 12 setzen sich aus unregelmafigen Komponenten r?
und ¢ sowie sogenannten korrelierten Komponenten s? und s? zusammen (Abb. 2):

B=sp 4ot W=slrl (1)

Die unregelméfligen Komponenten sind innerhalb der jeweiligen Gruppe und zwischen
den Gruppen stochastisch unabhéngig, d.h. sie wechseln von Punkt zu Punkt den Betrag
und das Vorzeichen nach den bekannten Zufallskriterien. Dagegen sind die korrelierten
Komponenten innerhalb der jeweiligen Gruppe in der Weise voneinander abhéngig, daf3 die

1) Diese zweistufige Anndherung ist auch in theoretischen Arbeiten iber die lineare Priadiktion
[Mori1rz, 1970] begrindet. Allerdings besagt die Theorie, daB bei der ersten Stufe, der Abspaltung des
Trends, die Korrelationen der urspriinglichen Stiitzwerte zu beriicksichtigen sind. Bei den im 4. Ab-
schnitt angedeuteten Anwendungsmoglichkeiten sind diese Korrelationen aber nicht bekannt bzw. nur
sehr umsténdlich zu ermitteln und sie werden daher in der Praxis bei der Bestimmung des Trends
meistens nicht beriicksichtigt. Die bisherigen umfangreichen praktischen Erfahrungen mit der Methode
haben auBlerdem ergeben, dafl man bei der Bestimmung des Trends grundsétzlich sehr groBziigig sein
kann. In Zukunft bietet eventuell der Ubergang von der linearen auf die von [GRAFAREND, 1972] be-
schriebene nichtlineare Priadiktion die Moglichkeit, ganz auf die vorausgehende Abspaltung des Trends
zu verzichten.
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Korrelationskoeffizienten zwischen benachbarten Punkten mit kleinerwerdendem Abstand
von Null bis Eins anwachsen.

Die gesuchten Funktionswerte g; in den einzelnen Interpolationspunkten @; sind als
arithmetisches Mittel der dariiber- und darunterliegenden korrelierten Komponenten s%
und s? aufzufassen, was sich wie folgt ausdriicken 148t (Abb. 2):

=g+ Ag;, si=g;i— Ag;. (2)

Damit lauten die Gleichungen (1):
B=gi+Agi+12, UW=gi—Agi+ri. (3)
Die Varianzen V7 und V{ der beiden Stiitzwertgruppen {7 und /7 ergeben sich dann aus:
ZE _ 1

n? P

([gigi) + [Ag: Agi] + [riri] + 2[9: Agil 4 2[gsr?] + 2[Agir?)] n? — oo .

vy =

Wegen der stochastischen Unabhéngigkeit von g und Ag, ebenso von 7? und g bzw. Ag
verschwinden die drei letzten Glieder und wir erhalten fiir die Varianz V? und in gleicher
Weise fiir die Varianz V{:

VP=Vot Vag+ V2, VE=Vy+ Vay + V5. (4)

Die beiden Varianzen sind in der Abb. 3 auf der Ordinatenachse aufgetragen. Dabei wurden
gleiche Varianzen V? und V? angenommen, wovon man in der Praxis auch meistens aus-

gehen kann.
Fir die Kovarianzen ist es ausreichend, sie in Abhéngigkeit der Entfernung d darzustel-

len. Man muB dabei zwischen den Autokovarianzen O (P; P) bzw. C(Q;Qy) innerhalb der

jeweiligen Stiitzwertgruppe und den Kreuzkovarianzen C(P; Q1) der beiden verschiedenen
Gruppen unterscheiden. Zur Bestimmung dieser Kovarianzen bildet man mehrere Ent-

fernungsintervalle d —Ad < Py Py <d +Ad bzw. d —Ad < Qi Qx =< d + Ad bzw.
d — Ad < P; Qi =< d 4 Ad und bestimmt aus den Stiitzwerten jeweils folgende Kovarianzen:

I/ 1
oPPy = L — = (figul + 00 dgu] + 098] + Lou ) + G +

+ [Agi gr) + [Ags 73] + [72 Agr] + (72 gx))
Ad —0 nf, — oo
Infolge der bereits genannten Unabhéngigkeit zwischen verschiedenen Komponenten und

der Unabhingigkeit der unregelméafigen Anteile +? und % bleiben nur die beiden ersten
Glieder tibrig:

oFPy =8 _ 1 i
(Ps Ic)=—n€7=;§;([gi9k]+[ i Agx])) - (5)
Auf die gleiche Weise erhélt man die Autokovarianzen der zweiten Stiitzwertgruppe
@0 =88 _ L (g0 + gedgu) ®)
nh i
und die Kreuzkovarianzen zwischen den beiden Gruppen
e [ lz] 1
O(Ps@r) = = g0 = g (93981 — [Ags Ag]) . (6)

Wie man aus der Abb. 2 erkennt, hingen die Kovarianzen (5) und (6) von der Entfernung d
ab. Diesen funktionellen Zusammenhang bezeichnet man als Kovarianzfunktion. In Abb. 3
sind die aus den Kovarianzen (5) hervorgehende Autokovarianzfunktion und die aus den
Kovarianzen (6) hervorgehende Kreuzkovarianzfunktion dargestellt. Sie haben die Form
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einer Glockenkurve. Besonders interessant sind — unter Beachtung der Beziehungen (4) —
die Scheitelwerte der Kovarianzfunktionen:

Autokovarianzfunktion C(P; Pi) = Vg+ V,,, P;Pp—0 (7)
Kreuzkovarianzfunktion C(P; Qg) = Vy— Vay, PiQr—0. (8)
V A

45553555 Autokovarianzfunktion C (P; Py) baw. C(Qi Q)
A—me=a=e~ Kreuzkovarianzfunktion & (G P;) bzw. C (G Qx)
aeaeaeae Kreuzkovarianzfunktion C(P; @)

Abb. 3. Varianzen, Auto- und Kreuzkovarianzfunktionen

Die Varianz V, liegt demnach — wie in Abb. 3 eingezeichnet — in der Mitte zwischen den
beiden Scheitelwerten. Die Varianz -V, ist auBlerdem der Scheitelwert der, fiir die Inter-
polation nach kleinsten Quadraten ebenfalls erforderlichen Kreuzkovarianzfunktion der
g- und der Stiitzwerte [?:

— 4 1
C(Gs Pr) = Uzi—,lé‘] = ([gs9%] + [9s Age] + [g:7%]) -

Unter den gemachten Voraussetzungen verschwinden die beiden letzten Glieder und wir
erhalten — ebenso fiir die Kreuzkovarianz der g- und der Stiitzwerte 12:

C@Pe) = OGQ) = o ] ()
Die Kreuzkovarianzfunktion der g- und der Stiitzwerte I? bzw. 14 verlauft im Hinblick auf
die Beziehungen (5) und (6) immer in der Mitte zwischen der Autokovarianzfunktion
C(P; Pg) bzw. C(Q; Qx) und der Kreuzkovarianzfunktion C (P; Qy).

Zusammenfassend kann man feststellen, daf3 aus den zentrierten Stiitzwerten der beiden
Gruppen alle in Abb. 3 eingezeichneten Varianzen und Kovarianzfunktionen bestimmt wer-
den kénnen, ohne die Funktionswerte s?, s2 und g selbst zu kennen. Reichen die Stiitzpunkte
in der Praxis zur sicheren empirischen Bestimmung dieser statistischen Parameter nicht aus,
gibt man sich — unter Beachtung der in Abb. 3 enthaltenen GesetzméBigkeiten — plausible
Varianzen und Kovarianzfunktionen vor.
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3. Interpolation und Filterung nach kleinsten Quadraten

Den Zusammenhang des geschitzten Wertes « im Interpolationspunkt G (Abb. 2) — zur
Unterscheidung vom Erwartungswert ¢ mit « bezeichnet — und den zentrierten Stiitzwer-
ten I beschreibt folgende Grundgleichung der Interpolation nach kleinsten Quadraten?):

u=¢cClL. (10)

Im Vektor ¢ sind die Kovarianzen zwischen dem Interpolationspunkt und den Stiitzpunk-
ten zusammengefal3t. Die Matrix C enthilt entlang der Hauptdiagonalen die Varianz und
aullerhalb der Hauptdiagonalen die Kovarianzen zwischen den Stiitzpunkten. Nach den
Bemerkungen des vorhergehenden Abschnitts hat man demnach folgende Varianzen und

Kovarianzen einzufiihren, die alle mit Hilfe der Entfernungen GP;, GQ;, P; Py, Q: Qs Qk,
P; Qi aus den Kovarianzfunktionen der Abb. 3 entnommen werden kénnen:

= (C(GP1)...C(GPns), C(GQ1) ... C(GQna)) X
Vi C(P1P3)...C(P1Pu), C(P1Q1) «vvvvnennn.. C(P1Q)| ™" (&

" Vi ; L R S [+ BT
Vi C(@Q2) ... C(Q1Qn) 9

symmetrisch V, ®,

Diese Beziehung kann man nicht nur zur Interpolation, sondern auch zur Filterung, d.h.
zur Aufspaltung der gegebenen Stiitzwerte in die unregelméafigen und korrelierten Kompo-
nenten entsprechend der Gleichung (1), verwenden. Zu diesem Zweck ldf3t man den Inter-
polationspunkt G in die einzelnen Stiitzwerte P; und @; wandern und erhélt somit ge-
schitzte Werte der korrelierten Komponenten s? und s§ und damit auch Schatzungen fiir
die unregelméfBigen Komponenten 72 und r4.

Die Genauigkeit ¢y, des Interpolationswertes « im jeweiligen Punkt G 148t sich aus der
Gleichung3)

02=Vs—¢c' Clc (12)
bestimmen.
4. Simuliertes Beispiel

Abb. 4. Simuliertes Beispiel mit 60 bzw. 65 Stiitzpunkten

2) Elementare Herleitungen dieser Gleichung wurden unter anderen von [Kraus, 1972] und [LAUER,
WRrOBEL, 1972] angegeben. Besonders zu erwdhnen ist die Ableitung von [Morirz, 1970], die von
dem bekannten Minimumsprinzip der Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate Gebrauch
macht.

3) Gleichung (8) der Verdffentlichung [Kraus, 1972] in die erste Gleichung der Seite 6 jener Ver-
offentlichung eingesetzt.
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Die Leistungsfihigkeit der Methode soll anhand des simulierten Beispiels der Abb. 4
demonstriert werden. Es wurden 60 bzw. 65 zentrierte Stiitzwerte in den beiden Stiitzpunkt-
gruppen angenommen. Das Ergebnis der empirischen Bestimmung der Varianz sowie der
Auto- und Kreuzkovarianzfunktionen — wie im Abschnitt 2. erldutert — ist in der Abb. 5
festgehalten. Die Interpolation und Filterung nach kleinsten Quadraten ergab die in der
Abb. 4 eingezeichnete Funktion, die sehr plausibel vermittelnd zwischen den gegebenen
Stutzpunkten verlduft.

0,10}
d

5

Abb. 5. Ergebnis der empirischen Kovarianzfunktionsbestimmungen des Beispiels der Abb. 4

In dem zweiten berechneten Beispiel (Abb. 6) iiberlagern sich die Stiitzwerte der beiden
Gruppen nur in der Mitte, wihrend am Rand jeweils nur die Stiitzpunkte einer der beiden
Gruppen vertreten sind. Im Vergleich zur Abb. 5 ist deutlich zu erkennen, wie sich die
interpolierte Funktion an den Enden des Uberlappungsbereichs den Stiitzpunkten der je-
weiligen Gruppe allméhlich anschmiegt. Dabei ist besonders hervorzuheben, dal} keine
Inhomogenititen an den beiden Enden des Uberlappungsbereiches auftreten.

|

Abb. 6. Simuliertes Beispiel mit jeweils 46 Stiitzpunkten in jeder Gruppe

5. Anwendungsmiglichkeiten

Die profilweise Erfassung der Hoheninformation durch méanderformiges Abfahren der
Stereomodelle gewinnt in der Photogrammetrie immer mehr an Bedeutung:

— Die manuelle Profilabtastung kann im Vergleich zur direkten Héhenlinienauswertung
etwa in der halben Zeit durchgefithrt werden und

— die automatische Profilabtastung ist an Stereoauswertegerdaten mit der Zusatzeinrichtung
der Bildkorrelatoren [HARDY, 1970] bereits realisiert.

Einer noch schnelleren manuellen wie auch automatischen Abtastung steht vor allem der
sogenannte Abtastfehler entgegen, der stark von der Abfahrrichtung und Abfahrtgeschwin-
digkeit sowie von der Gelindeform abhdngt [SCHNEIDER, 1969]. Die Wirtschaftlichkeit der
profilweisen Auswertung kann man demnach dadurch weiter steigern, indem man mit
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hoheren Geschwindigkeiten abtastet und bewullt einen groBeren Abtastfehler in Kauf
nimmt, den man anschlieBend auf rechnerischem Wege zum Teil wieder kompensiert. Fiir
diese rechnerische Nachbehandlung eignetsich besonders die Interpolation und Filterung mit
zwei verschiedenen Stiitzpunkt-Gruppen. Alle Profile der Hinmessung représentieren die
erste und alle Profile der Riickmessung die zweite Stiitzpunktgruppe. Die aus der Pradiktion
und Filterung hervorgehende ausgleichende Fliche ist frei von dem Anteil des Abtastfehlers,
der sich in den benachbarten Profilen in entgegengesetzter Richtung auswirkt.

Die in [Kraus, 1971] angegebene und inzwischen programmtechnisch [STANGER, 1973]
verwirklichte Konzeption, wie aus beliebig verteilten Stiitzpunkten ein engmaschiges qua-
dratisches Raster als digitales Geldindemodell und Hohenlinien gewonnen werden kénnen,
ist demnach dahingehend zu erweitern, dall vorher an den registrierten Profilpunkten der
Abtastfehler herauszufiltern ist. Zum anderen kann diese Theorie in eine Leistungssteigerung
der Orthophototechnik umgemiinzt werden, indem man diese rechnerisch verbesserten
Profile zur digitalen Steuerung des Orthoprojektors verwendet.

Ein #hnliches Interpolationsproblem tritt im Uberlappungsbereich von zwei Stereo-
modellen auf, in dem mehr oder weniger unabhéngige absolute Bestimmungen auf engem
Raum zusammenkommen und wegen verschiedener Fehlereinfliisse Inhomogenitéaten auf-
treten. Gehen wir ebenfalls von einer punktweisen Auswertung der Héheninformation in
beiden Modellen aus, reprisentieren die Hohenpunkte des einen Modells die Stiitzpunkte
der ersten und die des anderen Modells die Stiitzpunkte der zweiten Gruppe. Die aus der
Gleichung (11) hervorgehenden Funktionswerte liegen vermittelnd zwischen den Hohen-
punkten der beiden Modelle.

Ahnliche Anwendungsméglichkeiten wie in der Photogrammetrie gibt es auch in anderen
geoditischen Aufgabenstellungen. Ohne darauf ndher einzugehen, sei abschlieBend nur die
elementare Aufgabe der Vereinigung von zwei Beobachtungsreihen genannt. In diesem Fall
ist die Abszissenachse der Abb. 4 als Zeitskala zu interpretieren und die zwei Stutzwert-
Gruppen sind als Beobachtungen — z.B. an zwei verschiedenen Tagen — einer mehr oder
weniger mit dem Tagesablauf periodischen Erscheinung aufzufassen. Die ausgleichende
Kurve bedeutet somit die gesuchte GesetzméaBigkeit. Man erhélt sie, obwohl die Beobach-
tungen an den beiden verschiedenen Tagen nicht zu den gleichen Zeitpunkten durchgefiihrt
wurden und die beiden Beobachtungsreihen infolge verdnderter MeBbedingungen etwas
gegeneinander versetzt sind.

Kraus, Pridiktion und Filterung mit zwei verschiedenen Stiitzpunkt-Gruppen

Literatur

GRAFAREND, E.: Nichtlineare Pridiktion, Zf'V 97,
S. 245—255, 1972.

Harpy, J. W.: Automatic Stereoplotting with the
EC-5/Planimat, BuL. 38, S. 62—68, 1970.

Kravus, K.: Interpolation nach kleinsten Quadra-
ten in der Photogrammetrie, BuL. 40, S. 4—
12, 1972.

KRravus, K., und E. MigkHAIL: Linear least-squares
Interpolation, Photogrammetric Engineering
38, S. 1016—1029, 1972.

Kravus, K.: Ein allgemeines digitales Geldnde-
modell — Theorie und Anwendungsméglich-
keiten. Vortrag an der Technischen Akade-
mie EBlingen, Lehrgang: Numerische Photo-
grammetrie, Januar 1973.

Kraus, K.: Automatische Berechnung digitaler
Hghenlinien, ZfV 96, S. 233—239, 1971.
LAUER, S., und B. WroBEL: Eine elementare Her-
leitung der vektoriellen Préadiktions-Filte-

rung, ZfV 97, S. 97—104, 1972.

Mori1tz, H.: A generalized least-squares Model,
Studia geoph. et geod. 14, S. 3563 —362, 1970.

ScHNEIDER, H.: Experimentelle Untersuchungen
iiber den Abtastfehler, Bul. 37, S. 209—214,
1969.

StaNGER, W.: Das Stuttgarter Hohenlinienpro-
gramm — Beschreibung und Ergebnisse. Vor-
trag an der Technischen Akademie EBlingen,
Lehrgang: Numerische Photogrammetrie,
Januar 1973.



