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Zusiitzliche Parameter in Ausgleichungen
Von H. EBNER, Stuttgart

Summary: The mathematical model of a least squares adjustment can be improved by the admission
of additional parameters used as constants, unknowns or observations. It is shown that the concept of
additional observations is the most general one. For the practical realisation of this concept three diffe-
rent facilities are presented. Although they are identic in theory the three versions guide to matrices
with completely different structure and condition. The power of the concept is demonstrated in combi-
nation with the topical problem of block adjustment with additional parameters. The decision which
version should be applied in practice depends on the type and number of the additional observations.

1. Einfiihrung

Die Grundlage der Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate ist das
mathematische Modell. Den funktionellen Zusammenhang zwischen den behandelten
Konstanten, Unbekannten und Beobachtungen gibt das Funktionalmodell an. Das
stochastische Modell ordnet den Beobachtungen eine Gewichtskoeffizientenmatrix zu,
welche ihre Genauigkeitseigenschaften beschreibt.

Nun kann sich bei der praktischen Anwendung ergeben, dafl das zugrundegelegte
mathematische Modell fir die Losung der gestellten Aufgabe noch zu wenig leistungsféhig
ist und daher verfeinert werden soll. Eine solche Verfeinerung kann durch die Aufnahme
zusitzlicher Parameter in das mathematische Modell erfolgen. Diese Mafinahme 148t sich
auch als Kompensation systematischer Modellfehler interpretieren.

In der Ausgleichung kénnen diese zusétzlichen Parameter entweder als Konstante oder
als Unbekannte oder als Beobachtungen behandelt werden. Thre Integration in das Aus-
gleichungsproblem liduft auf eine Verallgemeinerung des Funktionalmodells oder des
stochastischen Modells hinaus.

Die vorliegende Arbeit verfolgt die zweifache Absicht, die verschiedenen Moglichkeiten
der ausgleichungstechnischen Behandlung zusétzlicher Parameter darzustellen und ihre
Eigenschaften im Hinblick auf die praktische Anwendung zu diskutieren. Das Schwer-
gewicht wird dabei auf die Behandlung zusitzlicher Parameter als Beobachtungen gelegt.

Wir gehen von einem linearen oder zuvor linearisierten Ausgleichungsproblem aus. Um
die Darstellung iibersichtlich zu halten und nicht vom wesentlichen abzulenken, legen wir
das Standardproblem II: Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen zugrunde. Eine Ver-
allgemeinerung fiir hohere Standardprobleme ist aber ohne prinzipielle Schwierigkeiten
moglich.

v=Ax+Bp—f, Gp 1)
f=b—ag (2)

b = Vektor der Beobachtungen

ay = Vektor der Konstanten

v = Vektor der Verbesserungen

x = Vektor der Unbekannten

A = Koeffizientenmatrix der Unbekannten

p = Vektor der zusitzlichen Parameter

B = Koeffizientenmatrix der zusitzlichen Parameter

Gyy = Gewichtskoeffizientenmatrix der Beobachtungen.
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2. Zusiitzliche Parameter als Konstante

Sind die zusétzlichen Parameter Konstante, so ist ihre ausgleichungstechnische Behand-
lung besonders einfach :

v=Ax— (f— Bk), Gy (3)
k = Vektor der zusitzlichen Konstanten
x = (A7Gy34) 147Gy} (f — B) @)

Die praktische Anwendung sollte auf zusitzliche Parameter beschrankt werden, die nahezu
fehlerfrei bekannt sind. Die Beriicksichtigung der Erdkrimmung und der Kartenprojektion
bei der photogrammetrischen Blockausgleichung sind Beispiele hierfiir.

3. Zusiitzliche Parameter als Unbekannte

Haben wir keinerlei Kenntnis iiber Betrag und Vorzeichen der zusétzlichen Parameter,
so ist es angemessen, sie als Unbekannte zu behandeln:

v=Ax+By—f, Gy (5)

y = Vektor der zusitzlichen Unbekannten.
FafBit man die beiden Vektoren der Unbekannten zusammen, so gilt:

v=Cz—f, G (6)
mit
C=[4 B]j (7)
zT = [T yT]. (8)
Die Unbekannten z ergeben sich als
5= (CTG; )1 CTGy f )

ScHMID behandelt auf diese Weise die zusétzlichen Parameter fiir die Orientierung von
Satellitenaufnahmen [1]. Dieselbe Konzeption liegt auch der Biindelausgleichung mit
zusitzlichen Parametern von BAUER und MULLER zugrunde [2].

Bei der Einfithrung zusitzlicher Unbekannter ist stets sicherzustellen, dal alle Unbe-
kannten linear unabhéngig und dariiberhinaus von méglichst unterschiedlicher Wirkung
sind, da die Normalgleichungsmatrix CT G} C ansonsten singuldr oder zumindest schlecht
konditioniert ist.

Durch die Einfithrung zusétzlicher Unbekannter wird aber auch die Fehlerfortpflanzung
ungiinstiger. Eine Beschriankung auf die effektivsten zusétzlichen Parameter ist bei dieser
Konzeption daher unbedingt zu empfehlen.

4, Zusitzliche Parameter als Beobachtungen

Sobald die Genauigkeitseigenschaften der zusitzlichen Parameter zumindestens in etwa
bekannt sind, ist es zweckméifig sie als Beobachtungen zu behandeln. Fiir die ausgleichungs-
technische Losung stehen verschiedene Wege offen, die aber theoretisch zum gleichen
Ergebnis fithren. Sie werden im folgenden Kapitel aufgezeigt und durch einfache Zahlen-
beispiele verdeutlicht. Gleichzeitig werden die konditionellen und damit numerischen
Probleme, die sich bei den einzelnen Losungen ergeben kénnen, diskutiert.

Ein aktuelles Anwendungsbeispiel wird im Kapitel 4.2 behandelt. Hier zeigt sich auch,
daB die verschiedenen Losungen zu ganz unterschiedlichen Matrizenstrukturen fiihren.
Je nach Art und Anzahl der zusétzlichen Parameter ist die eine oder die andere Losungs-
variante optimal.

4.1 Ausgleichungstechnische Losungen
4.1.1 Variante 1

Die zusatzlichen Parameter werden zunéichst als Unbekannte eingefithrt. Danach wird
dem Umstand Rechnung getragen, daBl diese Unbekannten beobachtet sind. Der Ansatz
geht auf BRowx zuriick [3].
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vi=Ax+ By —f, Gy vo=Ey —s, Gg (10a, 10Db)

s = Vektor der zusitzlichen Beobachtungen

vy = Vektor der zusitzlichen Verbesserungen

E = Einheitsmatrix

Gs; = Gewichtskoeffizientenmatrix der zusétzlichen Beobachtungen.

Aus (10) ergibt sich nach entsprechender Zusammenfassung

v3=Dz —h, Gun (11)
it
m‘ of = [of of] (12)
A B

P [ 5 e (13)
hT =[fT sT] (14)

Gyy Gbs}
Gy = ! 15
hh ]:qu; Gss ( )

Fiir z gilt wie zuvor Gl. (8). Die Existenz der Submatrix Gys in (15) bedeutet, daB die
Beobachtungen b und s korreliert sein diirfen. ‘
Wie (11) zeigt, bleibt bei der Variante 1 das Standardproblem II erhalten. Die Unbe-

kannten z ergeben sich zu:

z = (DTG;}ED)—lDTG;}Lh. (16)
Ein Zahlenbeispiel soll die Variante 1 verdeutlichen:
V11 = 21— 222+ 5y — 25 31 2 —1 5 3
vig= Tax1+322—9y+ 21 2 56 4 7 —6
vig= —4ax1 + 222+ Ty — 11 Gun=|—1 4 44 9 —8
via=—5x1 —8a2—3y+ 9 5 7 9 62 —3
vy = y— b 3 —6 —8 —3 80
Die Loésung ergibt: v11 = 0.08435599 = 2.65303626
vig=  0.36841523 xe = — 1.95589487
viz=  0.40340719 y = 3.70390600
via= 0.27025970
vg = —1.29609400.

H. H. SceMip und E. ScaMIp haben darauf hingewiesen, daf die Behandlung von
Parametern als Beobachtungen die allgemeinste Konzeption ist, die sowohl Konstante als
auch Unbekannte mit einschliet [4]. Analog dazu sind zusitzliche Konstante und zusétz-
liche Unbekannte Sonderfille zusitzlicher Beobachtungen. Dies kann ausgehend von (10)
sehr einfach gezeigt werden.

Sollen die Beobachtungen s als Konstante k¥ behandelt werden, so ist Gss = 0 und
Gps = 0 zu setzen. Daraus folgt dann, dal die Verbesserungen vy in (10b) zu Null und die
Unbekannten y gleich den Konstanten k werden. Mit y = k aber wird (10a) auf (3) zurtick-
gefiihrt.

Wird dagegen Gss = oo E und Gps = 0 gesetzt, so triagt (10b) nichts mehr zur Aus.
gleichung bei und kann daher weggelassen werden. Die allein verbleibende Beziehung (10a)
behandelt die zusédtzlichen Parameter dann nur noch als Unbekannte und ist mit (5)
identisch.

Spezifische konditionelle Probleme treten bei der Variante 1 nicht auf. Zwar ergibt sich
in den beiden eben behandelten Sonderfillen mit Gss = 0, Gps = 0 und mit Gz = oo E,
Gyps = 0 jeweils eine singulidre Normalgleichungsmatrix Gy, die Singularitat 148t sich aber
leicht vermeiden indem man Gss = nE setzt und »n im ersten Fall sehr klein, im zweiten
Fall aber entsprechend grofl wahlt.

Fiir die Inversion von Gy, gilt dann:

c-1_ [Gow 0)71_ G 0
=10 nE 0 1/nE

Die weitere ausgleichungstechnische Behandlung nach (16) verlauft vollig problemlos.

1 (17)
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4.1.2 Variante 2
Setzt man (10b) in (10a) ein, so werden die zusitzlichen Parameter ausschlieBlich als
Beobachtungen behandelt.
v1=Ax+B(s+v2)—f, Ghp . (18)
Eine entsprechende Zusammenfassung fiihrt hier auf das Standardproblem IV: Bedingte
Beobachtungen mit Unbekannten.

. Uvs+Ax=t, Gp (19)
mit

U=[—EB] (20)

t=f—Bs=— Uh. 21)

Fiir vz, fiir k und fir Gy, gelten wieder die Beziehungen (12), (14) und (15). Die gesuchten

Verbesserungen und Unbekannten ergeben sich nach den Algorithmen des Standard-
problems IV als

x= (AT (UGpp UT)"1 A)"1 AT(UGy UT) 1t (22)

v3 = th UT(Uth UT)_I (t — A x) (23)

und sind identisch mit den entsprechenden Ergebnissen der Variante 1. Die zusdtzlichen
Unbekannten ergeben sich aufgrund von (10b) als y = s + vs.

MikHAIL stellt der Variante 1 eine eingeschrinkte Variante 2 mit ¢ = f gegeniiber.
Dementsprechend fithren die beiden Varianten nur unter der Bedingung s = 0 zu den
gleichen Ergebnissen [5].

In der Formulierung der Variante 2 erhélt das zuvor behandelte Zahlenbeispiel die folgende Form:

— 11 +5v2+ a1 —229= 0
— V12 — Qv+ Ta1 + 322 =24
— V13 +Tve —4x) + 229 =24
— 14 —3ve — 521 — 8w = 6.
Mit derselben Gewichtskoeffizientenmatrix Gy wie bei Variante 1 ergibt die Lsung:

vi1 =  0.08435600 1= 2.65303626
vig = 0.36841525 ze = — 1.95589488

vz = 0.40340721 y = s+
via = 0.27025971 = 3.70390597

vy = —1.29609403

Die Differenzen gegeniiber den Ergebnissen der Variante 1 betragen einige Einheiten der 8. Dezimale
und entsprechen damit der Rechenschirfe der Anlage TR4, an welcher das Beispiel gerechnet wurde.

Der Sonderfall zusétzlicher Konstanter s = k 148t sich bei der Variante 2 mit Gg5 = 0,
Gps = 0 problemlos realisieren. Mit

_[Gw O
Gun = {0 0} (24)
ergibt sich streng
(UGny UT)" 1 =Gph . (25)

Dadurch wird (22) auf (4) zurickgefiithrt.
Demgegeniiber ist der Sonderfall zusédtzlicher Unbekannter mit Gps = 0, Gss = nE und
sehr groflem 7 aus konditionellen Grinden nicht realisierbar.

Mit
Gy 0
om=g" .5 (26)
ergibt sich
UGy, UT =Gy +nBBT. (27

Da der Rang von B stets kleiner ist als der Rang von Gy, ist B BT grundsitzlich singulir.
Auf diese Weise wird die Kondition der Matrix (27) und damit auch die Rechenschéirfe
bei ihrer Inversion umso schlechter, je groBer man n ansetzt. Bei sehr groBem » wird die
Matrix (27) praktisch singuldr.
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Wihrend die Variante 1 universell anwendbar ist, mull die Anwendung der Variante 2
somit aus konditionellen Grinden auf zusitzliche Beobachtungen mit einer gewissen, im
Einzelfall noch festzulegenden Minimalgenauigkeit beschrankt werden.

4.1.3 Variante 3
Durch Umformung kann (18) auf das Standardproblem IT mit neuen, abgeleiteten Be-
obachtungen zuriickgefithrt werden. Es ergibt sich:

vg=Ax—¢, Gy . (28)

Fir ¢ gilt die Beziehung (21), v, ist der Vektor der Verbesserungen der abgeleiteten Be-
obachtungen t.
vy=v1 — Bvyg= — Uvs. (29)

Die Gewichtskoeffizientenmatrix Gy ergibt sich durch Anwendung des Fehlerfortpflanzungs-
gesetzes auf (21) zu:

Gy = UGy, UT. (30)
Damit gilt fir die Unbekannten:
x= (ATG;l A1 ATG't. (31)

Mit der Beziehung (30) fiir G¢; ist (31) identisch mit (22). Die Unbekannten werden somit
bei Variante 2 und Variante 3 auf dieselbe Weise berechnet. Im Gegensatz zur Variante 2
treten hier aber die Verbesserungen v; und vy nicht explizit in Erscheinung.

Die Variante 3 wird beispielsweise von PETERs verwendet, wobei auf die Berticksichtigung
von Korrelationen zwischen den beiden Gruppen von Beobachtungen allerdings verzichtet

wird [6].
Das schon zuvor behandelte Zahlenbeispiel lautet in der Formulierung der Variante 3:
V41 = 1 — 22 2001 — 3541 2818 —1171
vae = Ta1+322—24 Gy=|—3541 6428 —5066 2122
vg3 = —4x1 + 222 + 24 2818 —5066 4076 —1674
v4g = —bx; —8xs — 6 — 1171 2122 —1674 764
Die Losung ergibt:
Vg = 6.56482602 = 2.65303626
v40 = — 11.29643083 re = —1.95589488
V43 = 9.47606520
v = 3.61802225

Die Unbekannten haben die gleichen Zahlenwerte wie bei Variante 2. Die Verbesserungen erfiillen bis
auf einige Einheiten der 8. Dezimale die Gl. (29).

In bezug auf die Kondition gilt fiir die Variante 3 dasselbe wie fiir Variante 2 (siehe 4.1.2).

4.2 Ein Anwendungsbeispiel

Zusitzliche Beobachtungen haben sich im vorangegangenen Kapitel als Allgemeinfall
zusétzlicher Parameter erwiesen. Die Leistungsfahigkeit dieser Konzeption soll nun anhand
des aktuellen Beispiels der Blockausgleichung mit zusétzlichen Parametern demonstriert
werden.

Dabei soll auch die Frage beantwortet werden, welche der Varianten, die im Kapitel 4.1
aufgezeigt wurden, fiir die Losung des Problems am besten geeignet ist. Hier wird sich
zeigen, dafl die Antwort von der Art und Anzahl der zusitzlichen Parameter abhingig ist.

Die Behandlung zusédtzlicher Parameter der Blockausgleichung
als Beobachtungen

Die Blockausgleichung mit Einzelbildern wird in der Photogrammetrie und in der photo-
graphischen Positionsastronomie angewendet. In beiden Bereichen ist die Verfeinerung
des mathematischen Modells durch zusétzliche Parameter bekannt. Diese sind entweder
allen Bildern des Blocks gemeinsam [2] oder sie gelten jeweils nur fiir eine Gruppe von
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Bildern mit vergleichbaren physikalischen Voraussetzungen [7], [8]. SchlieBlich besteht
die Moglichkeit, fir jedes Bild individuelle zusédtzliche Parameter anzusetzen [9].

In den angefithrten Arbeiten werden diese Parameter als zusédtzliche Unbekannte in der
Formulierung (5) behandelt. Der Ansatz 148t sich aber noch verallgemeinern, indem man
fir diese Unbekannten Beobachtungen s einfiihrt und sie als Schéitzwerte der zusétzlichen
Parameter mit der Gewichtskoeffizientenmatrix Gss behandelt.

Hat man keine besseren Schitzwerte, so wird man die Beobachtungen s = 0 setzen und
die quadratischen Gewichtskoeffizienten von Ggs direkt aufgrund der zu erwartenden
Betrage der zusédtzlichen Parameter festsetzen. Auf die Beriicksichtigung von Korrela-
tionen wird man verzichten (G;s = Diagonalmatrix, Gys = 0). Nach der Ausgleichung
kann iiberpriift werden, ob die a priori Gewichtskoeffizienten den erhaltenen Betrigen der
zusétzlichen Parameter hinreichend gut entsprechen. Ist dies nicht der Fall, so ist die Aus-
gleichung mit verbesserten Annahmen fir Gs; zu wiederholen.

Dieser Ansatz ermoglicht selbstverstindlich auch eine ausgleichungstechnisch strenge
Behandlung echt beobachteter zusitzlicher Parameter. Die Sonderfélle zusétzlicher Kon-
stanter und zusétzlicher Unbekannter lassen sich auf die in 4.1 aufgezeigte Weise realisieren.

Diese allgemeine Konzeption ist von DE VEGT und vom Verfasser fiir die Blockaus-
gleichung in der photographischen Positionsastronomie vorgeschlagen worden [10]. KuBIk
erwihnt sie in Verbindung mit der Kompensation systematischer Fehler bei der Ausglei-
chung photogrammetrischer Blocke [11].

Die Behandlung zusétzlicher Parameter der Blockausgleichung als Beobachtungen statt
als Unbekannte hat zwei entscheidende praktische Vorteile.

Einmal ergibt sich eine Genauigkeitssteigerung, die umso gro8er ist, je kleiner die Betrage
der zusétzlichen Parameter bzw. die quadratischen Gewichtskoeffizienten der Matrix Gg;
sind. Da die Auswirkungen dieser Parameter auf die Bildkoordinaten zumeist nur die
Grofenordnung der Streuungen der Bildkoordinaten erreichen, kann der Genauigkeits-
gewinn bei praktischen Anwendungen recht deutlich werden.

Zusidtzliche Beobachtungen mit vergleichsweise kleinen quadratischen Gewichts-
koeffizienten vermeiden aber auch die konditionellen Probleme, die sich bei zusétzlichen
Unbekannten ergeben konnen (sieche Kapitel 3). Das Minimumsprinzip der Methode der
kleinsten Quadrate, in das die zusédtzlichen Beobachtungen miteinbezogen sind, garantiert
hier stets gut konditionierte Normalgleichungen, selbst im Falle linear abhédngiger zusétz-
licher Parameter.

Bei der Behandlung zusitzlicher Unbekannter in Kapitel 3 wurde eine Beschrinkung
auf die effektivsten Parameter empfohlen. Die Konzeption zusédtzlicher Beobachtungen
macht eine solche Beschréankung iiberfliissig, da hier alle Parameter ihren Genauigkeits-
eigenschaften entsprechend beriicksichtigt werden.

Bei der Kliarung der Frage, welche der Varianten, die in 4.1 aufgefiihrt wurden, fiir die
Ausgleichung am besten geeignet ist, mull zwischen gemeinsamen und individuellen zu-
sétzlichen Parametern unterschieden werden.

Gemeinsame zusdtzliche Parameter

In diesem Falle sind alle Bilder, fiur welche gemeinsame Parameter angesetzt werden,
iber dieselben miteinander verkniipft. Im Extremfall sind dies alle Bilder des Blocks.
Dementsprechend fithrt die Variante 3 hier zu einer stark oder gar voll besetzten Gewichts-
koeffizientenmatrix (30). Daran dndert sich auch nichts, wenn die Beobachtungen wie
allgemein iiblich als unkorreliert betrachtet werden. Die ungiinstige Struktur der Gewichts-
koeffizientenmatrix fithrt sodann zu einer entsprechend stark besetzten Normalgleichungs-
matrix. Die Rechenzeit fiir die Losung (31) wird auf diese Weise umso ldnger, je mehr
Bildern die zuséatzlichen Parameter gemeinsam sind. Dasselbe gilt auch fiir die Variante 2.

Durch Anwendung der Variante 1, bei der die gemeinsamen Parameter als zusétzliche
Unbekannte und Beobachtungen behandelt werden, 148t sich im Falle unkorrelierter
Beobachtungen die auch in [2] und [8] auftretende gerdnderte Bandstruktur der Normal-
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gleichungsmatrix erreichen. Die Rechenzeiten fiir die Losung (16) sind hier von der Gesamt-
zahl der gemeinsamen Parameter abhéngig.

In der Praxis werden die gemeinsamen Parameter zumeist fir sehr viele oder gar alle
Bilder gelten. Andererseits wird ihre Gesamtzahl im allgemeinen vergleichsweise klein sein.
In diesem Falle ist daher die Anwendung der Variante 1 zu empfehlen.

Individuelle zusdtzliche Parameter

Wenn fiir jedes Bild eigene zusétzliche Parameter eingefithrt werden, ist die Variante 1
aufgrund der wesentlich erhdhten Anzahl von Unbekannten nicht zu empfehlen.

Die Variante 2 und die Variante 3 erweisen sich hier als giinstiger. Wenn wir wieder von
unkorrelierten Bildkoordinaten ausgehen, so ergeben die individuellen zusitzlichen
Parameter hier eine Gewichtskoeffizientenmatrix (30) mit der giinstigen Hyperdiagonal-
struktur, die auch bei der Inversion erhalten bleibt. Korrelationen treten nur innerhalb der
einzelnen Bilder auf. Auf diese Weise bleibt die Struktur der Normalgleichungen (31)
vollkommen unveréndert erhalten. Zu den konditionellen Problemen der beiden Varianten
siehe 4.1.2.

Die Entscheidung, entweder Variante 2 oder Variante 3 anzuwenden, richtet sich danach,
ob die Verbesserungen der originalen und der zusétzlichen Beobachtungen explizit gesucht
sind oder nicht (siehe 4.1.3).

Eine optimale Losung der Blockausgleichung kann von der gleichzeitigen Einfithrung
zweckméfig ausgewéhlter gemeinsamer und individueller zusétzlicher Parameter und ihrer
Behandlung als Beobachtungen erwartet werden.

Der Vollstindigkeit halber sei erwahnt, dafl die Blockausgleichung mit unabhédngigen
Modellen in ganz analoger Weise verallgemeinert werden kann.

2. Schluf

Die Konzeption verfeinerter mathematischer Modelle, bei denen zusitzliche Parameter
eingefithrt und als Beobachtungen behandelt werden, ist durch Allgemeinheit sowie hohe
Leistungsfahigkeit gekennzeichnet und von zentraler Bedeutung fiir die optimale Losung
von Ausgleichungsproblemen. Die praktische Anwendung dieser Konzeption kann allge-
mein empfohlen werden.
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