Eine Uberprifung der theoretischen Anblodkgenavigkeit mit Hilfe
eines allgemeineren stochastischen Modells

von Heinrich Ebner, Stuttgart

1. Einleitung

Die Lage-Ausgleichung photogrammetrischer Streifen und Blécke nach der ANBLOCK-Methode
wurde erstmals von VAN DEN HouT vorgeschlagen [1] und von ECKHART programmiert [2]. Das
Funktionalmodell*) der Methode setzt hinreichend genau horizontierte photogrammetrische Einzel-
modelle voraus und 1Bt an jedem eine ebene Ahnlichkeitstransformation zu. Die mathematische
Behandlung erfolgt nach dem zweiten Standardproblem der Ausgleichungsrechnung. Beobachtungei.
sind die Modellkoordinaten x, y der Verkniipfungspunkte und der PaBpunkte, als Unbekannte tre-
ten die Gelindekoordinaten der Verkniipfungspunkte und die Transformationsparameter aller Mo-
delle auf.

Zum Erfolg der Anblock-Methode haben neben der Linearitit des Ausgleichungsprozesses sicher-
lich die giinstigen Genauigkeitseigenschaften beigetragen. ACKERMANN hat die theoretische Genauig-
keit ausgeglichener Streifen und Blécke systematisch untersucht [3], [4], [5] und dabei insbesondere
fir den Fall der dichten Pafpunktbesetzung des Blockrandes eine Koordinatengenauigkeit der
Verkniipfungspunkte gefunden, die nahezu konstant ist und etwa in der Griolle des mittleren Ge-
wichtseinheitsfehlers (der Genauigkeit im einzelnen Modell) liegt. Eine daran anschlieende theore-
tische Untersuchung des Verfassers hat weiter ergeben, dal die mittlere und die maximale Streuung
der Koordinaten der Verkniipfungspunkte in Blécken mit dichtbesetztem Palpunktrand nur mit
dem Logarithmus der Modellanzahl ansteigen und selbst bei 10000 Modellen noch unterhalb des
1,5fachen Betrages des mittleren Gewichtseinheitsfehlers bleiben [6].

Diesen Genauigkeitsuntersuchungen liegt ein aulerordentlich einfaches stochastisches Modell
zugrunde: die Gewichtskoeffizientenmatrix der Beobachtungen wird als Einheitsmatrix angenommen.
Das bedeutet, dafl die Modellkoordinaten als unkorreliert und gleich genau unterstellt werden. Die
Fehlertheorie der Anblock-Ausgleichung unterstellt weiterhin, da} die Modellkoordinaten nur zu-
fillige, aber keine systematischen Fehler aufweisen. Solch ein einfaches mathematisches Modell ist
fiir praktische Ausgleichungen zwar ausreichend, bei Genauigkeitsabschitzungen jedoch besteht die
Gefahr, dafl dadurch zu unrealistische Ergebnisse erhalten werden.

Eine Uberpriifung der bisherigen Untersuchungen zur Anblock-Genauigkeit ist mit Hilfe statisti
scher Tests und auf theoretischem Wege méglich. Empirische Uberpriifungen sind einerseits realisti-
scher, andererseits handelt es sich bei jedem Test nur um eine Stichprobe, bei der lediglich einzelne
Genauigkeitsmafle, wie zum Beispiel die mittlere Streuung innerhalb eines Blockes, signifikant
kontrolliert werden kénnen. Mit dem OEEPE-Projekt ,,Oberschwaben‘’ ist ein umfangreicher empiri-
scher Genauigkeitstest derzeit in Bearbeitung. Eine Uberpriifung der Anblock-Genauigkeit auf theo-
retischem Weg ist mit Hilfe eines iibergeordneten mathematischen Modells méglich. Das dafiir
erforderliche Formel-System wurde vom Verfasser in [7] angegeben.

Die vorliegende Untersuchung stellt sich zur Aufgabe, jene Verfilschungen der theoretischen
Genauigkeit abzuschitzen, die zu Lasten des besonders einfachen stochastischen Modells der An-
block-Methode gehen. Dazu wird eine allgemeinere Kovarianzmatrix der Modellkoordinaten kon-
struiert und mit dieser die vereinfacht berechnete Anblock-Genauigkeit nach [7] iiberpriift. Eine
Abschitzung von Genauigkeits-Verfilschungen zufolge systematischer Fehler der Modellkoordinaten
dagegen bleibt zukiinftigen Arbeiten vorbehalten.

Den Annahmen in [4] und [6] entsprechend werden auch hier schematische Verhiltnisse zugrunde
gelegt: horizontales Gelinde, konstante Flughohe und Modellgroe, 60 % Lings- und 20 % Quer-
iiberdeckung usw. Verkniipfungspunkte werden nur in den Modellecken angenommen.

*) Die Begriffe ,,Funktionalmodell* und ,,stochastisches Modell aus der Statistik sind hier vom photogrammetrischen Modell zu un-
terscheiden.
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Die Uberpriifung der theoretischen Anblock-Genauigkeit wird fiir Streifen mit je 2 PaBpunkten
an den Streifenenden und fiir Blocke mit dichtem PaBpunktrand (Abstand der PaBlpunkte 2 Basis-
lingen) durchgefiihrt. Die elektronischen Berechnungen erfolgten an den Computern Telefunken
TR 4 und Control Data 6600 der Universitit Stuttgart. Die Rechenprogramme wurden vom Ver-
fasser in Algol — fiir die TR 4 und in Fortran — fiir die CDC 6600 — geschrieben.

2. Die Methode der Genauigkeitsiiberpriifung
Bei der Wahl eines allgemeineren stochastischen Modells bietet sich die Maglichkeit an, von den
Bildkoordinaten anstelle von den Modellkoordinaten auszugehen. Weiterhin erscheint es als reali-
stisch, eine gewisse Genauigkeitsabhingigkeit vom Bildradius anzunehmen. Fiir die 9 schematisch
ageordneten Bildpunkte wurden entsprechend ihren Radien demnach 3 gruppenweise gleiche

Varianzen gewihlt. Die Streuungen ox = oy sind aus Bild 1 ersichtlich. Die unterstellte Genauig-
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keitsverteilung innerhalb des Bildes diirfte einigermalien zutreffend sein. Sie liegt iibrigens zwischen
den entsprechenden Annahmen in [8] und [9], Seite 76. Die absoluten Betrige der Streuungen sind
fiir die Genauigkeitsiiberpriifung ohne Bedeutung. Sie sollen lediglich gewisse Durchschnittswerte
repréisentieren. In Einzelfillen sind heute durchaus kleinere Streuungen erreichbar.

Aus der Kovarianzmatrix der Bildkoordinaten erfolgt nun die Konstruktion der Kovarianz-

matrix der Modellkoordinaten, indem die relative Orientierung der einzelnen unabhingigen Modelle
a der Fehlerfortpflanzung nachvollzogen wird. Bild 2 veranschaulicht die Struktur der Kovarianz-
matrix der Modellkoordinaten eines Bildstreifens mit 6 Modellen. Die 8 x 8 Kovarianzmatrix eines
einzelnen Modells mit 4 Verkniipfungspunkten in den Ecken wird durch die Submatrix KS 1 dar-
gestellt. Die Submatrix KS 2 beschreibt die Korrelation benachbarter Modelle iiber das gemeinsame
Bild. Zwischen den einzelnen Streifen besteht dagegen keine Korrelation, da keine gemeinsamen
Bilder vorliegen.

Die Elemente der Submatrizen KS 1 und KS 2 sind aus Bild 3 ersichtlich (Einheit ym?). Die y-
Koordinaten weisen wesentlich groflere Varianzen auf als die x-Koordinaten — 707 um?2 gegen 281 um?.
Alle Koordinaten zweier benachbarter Modelle sind miteinander korreliert, die Kovarianzen erreichen
bis zu 219 um?. Das allgemeinere stochastische Modell fiir die Genauigkeitsiiberpriifung unterschei-
det sich somit sehr stark vom entsprechenden Modell der Anblock-Ausgleichung, das untereinander
gleiche Varianzen unterstellt und keinerlei Korrelationen zuldft.

Die so konstruierte Kovarianzmatrix der x- und y-Koordinaten der Modellverkniipfungspunkte
(Modelleckpunkte) und die damit durchgefiihrte Uberpriifung der theoretischen Anblockgenauig-
keit ist unabhingig von der Kammerkonstante, sofern die Genauigkeitsverteilung im Bild als konstant
angesehen wird.

Wenn das Standardproblem II der Ausgleichungsrechnung definiert wird als

v=Ax—f 1)
f=Db —ao 2)
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b = Vektor der Beobachtungen

ao = Absolutvektor

v = Vektor der Verbesserungen

A = Koeffizientenmatrix der Fehlergleichungen

x = Vektor der Unbekannten,

so ergibt sich im Falle der Anblock-Ausgleichung mit der Einheitsmatrix als Gewichtskoeffizienten-
matrix der Beobachtungen der Unbekannten-Vektor zu:

x = (ATA)TATf (3)
und die Gewichtskoeffizientenmatrix G** der Unbekannten erhilt die Form
Gxx = (ATA)1 (4
Daraus ergibt sich die Kovarianzmatrix K*¥x der Unbekannten bekanntlich zu
Kxx = UO2GXX (5)

wobei der Varianzfaktor ¢,2 (Quadrat des mittleren Gewichtseinheitsfehlers) aus den Verbesserungen
berechnet wird nach:
vIy
o 70 (6)

T

r = Redundanz = Anzahl der iiberschiissigen Beobachtungen.
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Setzt man Gleichung (1), (2) und (3) in (6) ein, so ergibt sich weiter:

o = - (b—a0)T (A(ATA)TAT—E)T (A(ATA)1AT—FE) (b—ao) )
r

Der Varianzfaktor ist somit eine quadratische Form des Vektors b der Beobachtungen, fiir den oben
die allgemeinere, iibergeordnete Kovarianzmatrix K konstruiert wurde. In Gleichung (7) ist 0,2
noch vom zufélligen Wert des Vektors b abhéngig. Geht man aber vom Varianzfaktor auf dessen Mit-
tel- oder Erwartungswert E [002] iiber, so ergibt sich fiir diesen nur noch eine Abhingigkeit von der
Kovarianzmatrix K der Beobachtungen. In [7] hat der Verfasser fiir den Erwartungswert des Varianz-
faktors allgemeine Beziechungen hergeleitet. Spezialisiert man Gleichung (21) in [7] fiir den vorlie-
genden Fall, so ergibt sich:

1
E [06?] = 7 sp (K (E—A (ATA)?AT)) (@)

Analog zu Gleichung (5) gilt damit fiir den Erwartungswert E [K**] der Kovarianzmatrix der Un-

bekannten:

120

E [Kxx] = E [0,2] G==

E [Kxx]

1;(51D (K (E—A (ATA)AT))) (ATA)?

9)
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Diese mit der vereinfachten Fehlertheorie der Anblockausgleichung erhaltene Kovarianzmatrix
E [K*x] kann nun mit Hilfe der Kovarianzmatrix K*x}, iiberpriift werden. Sie ergibt sich durch An-
wendung des Fehlerfortpflanzungsgesetzes auf Gleichung (3) unter Beriicksichtigung der iiberge-
ordneten Kovarianzmatrix K der Beobachtungen:

Kxx, = (ATA)1ATKA (ATA)? (10)

Die Kovarianzmatrizen E [K¥x] bzw. Kxx, enthalten in der Hauptdiagonale demnach die genihert
bzw. streng berechneten Varianzen 02; der unbekannten Transformationsparameter und o2y der aus-
geglichenen Koordinaten der Verkniipfungspunkte. In der vorliegenden Untersuchung sind die
Streuungen o als Quadratwurzel-Werte der Varianzen o2¢ von eigentlichem Interesse.

Der freien Wahl des iibergeordneten stochastischen Modells entsprechend kann die vorliegende
Untersuchung im Prinzip nur den Rang einer relativen Genauigkeits-Uberpriifung beanspruchen.
Allerdings ist die gewihlte Kovarianzmatrix der Beobachtungen gegeniiber der Fehlertheorie der
Anblock-Ausgleichung um eine deutliche Stufe realistischer. Es ergeben sich sowohl betraglich un-
terschiedliche Varianzen als auch starke Korrelationen zwischen den einzelnen Modellkoordinaten.
In bezug auf Allgemeinheit liegt die Untersuchung auf einer Linie mit anderen Arbeiten, wie zum
Beispiel [3] und [10], die ebenfalls von unkorrelierten Bildkoordinaten ausgehen.

3. Ergebnisse und Diskussion

3.1 Streifen

Fiinf verschieden lange Streifen mit 2 bis 10 Modellen und jeweils zwei Palpunkten am Streifen-
anfang und am Streifenende wurden untersucht. Die Ergebnisse sind aus Bild 4 ersichtlich. Fiir
jeden Verkniipfungspunkt sind oben die nach Gleichung (10) streng berechneten Streuungen ox
und oy sowie unten die nach Gleichung (9) genihert berechneten Streuungen ox = oy in um dar-
gestellt. Die Beziehung ox = oy ist ein Charakteristikum der Anblock-Methode. Alle Streuungen
sind auf ModellmaBstab = Bildmalistab bezogen. Die mit Hilfe der vereinfachten Anblock-Fehler-
theorie genidhert berechneten Streuungen sind mit den von ACKERMANN in [3] angegebenen und
jeweils mit (E [002])1/2 multiplizierten Werten identisch.

1829 2940 4047 4852 5153 4852 4047 2940 1829

Bild 4 Theoretische 26 38 47 53 55 53 47 38 26
Streuungen der Koor-

dinaten der Verknii-
pfungspunkte in um,
bezogen auf den Bild-
mafstab fiir einige
Streifen mit 4 Pa0-
punkten

1829 29|40 40|47 48[52 51|53 48|52 40|47 29(40 1829
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oben: streng berech- 1828 2738 3542 38 44 3542 2738 18 28

nete Streuungen ox 25 35 41 /YA 41 35 25
und oy
unten: 0x = oy nach
der vereinfachten An-
block-Fehlertheorie 18128 27|38 35|42 38[44 35[42 27|38 18]28
25 35 41 44 41 35 25
17 24 19 28 17 24 17 27 24 34 2736 2434 17 27
22 26 22 24 32 34 32 24
17124 19(28 17|24 17127 24|34 27|36 24|34 17|27
22 26 22 24 32 34 32 24
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Bei den streng berechneten Streuungen fillt auf, dal} ox stets kleiner ist als oy, dall der Genauig-
keitsunterschied zwischen den beiden Koordinaten fiir Punkte in der Streifenmitte mit zunehmender
Modellanzahl aber immer kleiner wird. Ein Vergleich der streng berechneten Streuungen mit den
darunterstehenden Néherungswerten ox = oy zeigt, dall diese zwischen den strengen Streuungen ox
und oy liegen und zum Teil sogar grioler als beide sind.

Bild 5 stellt die maximalen Streuungen omax und die quadratischen Mittelwerte aller Streuungen
O mitte1 fiir Streifen mit 2 bis 10 Modellen graphisch dar.

Das streng berechnete omitte1 ist stets kleiner als die genihert berechnete mittlere Streuung. Die
gleiche Tendenz ergibt sich fiir omax und lingere Streifen. Nur in kurzen Streifen ist die streng
berechnete maximale Streuung gréBer als sie durch die vereinfachte Anblock-Theorie angegeben wird.

Diese Ergehnisse fiir den Fall der Streifenausgleichung stellen den bisherigen Anblock-Genauig-
keitsuntersuchungen das gute Zeugnis aus, die Streuungen der Verkniipfungspunkte ziemlich reali-
stisch und eher zu grof} als zu klein auszuweisen.

3.2 Blécke

Die Genauigkeitsiiberpriifung wurde fiir drei verschiedene quadratische Blécke mit 8, 18 und
32 Modellen durchgefiihrt. Auf eine Behandlung noch gréferer Blocke mulite aus Aufwandsgriinden
verzichtet werden. Fiir alle Blécke wurde wegen der besonders giinstigen Genauigkeitseigenschaften
eine dichte PaBpunktbesetzung des Randes im Abstand der doppelten Basislinge angenommen.
Die Ergebnisse sind aus Bild 6 ersichtlich. Der ,,Block*‘ mit 2 Modellen ist der Vollstindigkeit halber
mit dargestellt. Wie in Bild 4 sind fiir jeden Verkniipfungspunkt oben die strengen Streuungen ox
und oy und unten die gendherten ox = oy in um, bezogen auf den BildmaBstab, aufgefiihrt.

Im Randgebiet der Blsocke sind die streng berechneten Streuungen wie bei den Streifen auch fiir

G[P m] Bild 5 Mittlere und maximale
7 Streuungen der Koordinaten der
50 Verkniipfungspunkte in ym, be-
zogen auf den BildmaBstab fiir
maximale Streuungen ¢ max Streifen mit 4 Palpunkten
40 streng berechnete Streu-
ungen
— — — mit der vereinfachten
30 Anblock-Fehlertheorie
erhaltene Streuungen
20
10

2 A 5 8 10 Modelle

x deutlich kleiner als fiir y. In der Nihe der Blockmitte aber sind ox und oy etwa gleich; zum Teil
ist die y-Koordinate sogar genauer als die x-Koordinate.

Analog zu den Streifenergebnissen liegen die genidhert berechneten Streuungen ox = oy auch bei
den Blocken zumeist zwischen den strengen ox und oy. In der Nihe der Blockmitte allerdings tduscht
die vereinfachte Fehlertheorie der Anblock-Methode eine zu gute Genauigkeit vor.

Um die Verhiltnisse zwischen den streng und genihert berechneten Streuungen detaillierter
studieren zu konnen, wurden fiir alle Koordinaten die Quotienten ostreng/0 genanert berechnet. Sie
sind in Tabelle 1 fiir die wichtigsten drei Fille und alle 4 BlockgréBen auf 5 Stellen genau zusammen-
gestellt:

122 BuL 3/1971



EBNER, Eine Uberpriifung der theoretischen Anblock-Genauigkeit

Tabelle 1 Quotienten aus den streng berechneten und mit der vereinfachten Anblock-Fehlertheorie erhaltenen
Streuungen fiir quadratische Blocke mit dichter PaBpunktbesetzung des Randes

Max. Quotient Max. Quotient Quadratisches Mittel
am Blockrand in der Blockmitte aller Quotienten
41074 A4 [109] 4109
1 Streifen 1.0931 1.0931 0.9566
83 —13 503
2 Streifen 1.1014 1.0918 1.0069
148 —40 252
3 Streifen 1.1162 1.0878 1.0321
55 9 147
4 Streifen 1.1217 1.0887 1.0468
519 A 1519 A 1519 A 1519 1519 A 1519 A 1519
[(‘L A T T‘ 74 17 ‘? S A A S | I e [ R L
A—13015 17117 18118 1917 1818 17[17 1315 \ A—13115 17017 17018 17117 13|15
[ 14 16 17 17 17 1 14 9 r 14 16 16 16 14 LAY
/ 13]116__17[18_18]19 19[19 18|19 17|18 13|16 J 13115 17017 _17[18 17]17__13]15 \
B 1 1 17 17 17 1 14 ‘-P B 14 16 16 16 14 o
13[15_17]17 1818 19]17 18{18 17|17 13|15 \___15]19 \___15]19 1519 A
T 14 16 17 17 17 16 14 £ A 17 = 17 17
A—1519 A 1519
17 17 A
15[19 15]19 15119 15[19
o 17 = 17 = 17 = 17 A
14 19 Z; 1315 16116 13]15 A
18 B 14 15 14 &
14] 19 \___15]19 15]19 )
18 s 17 = 17 A

Bild 6 Theoretische Streuungen der Koordinaten der Verkniipfungspunkte in um, bezogen auf den Bildmal-
stab fiir einige quadratische Blocke mit dichter PaBpunktbesetzung des Randes.
oben: streng berechnete Streuungen ox und oy
unten: ox = oy nach der vereinfachten Anblock-Fehlertheorie
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Der maximale Quotient am Blockrand steigt mit zunehmender BlockgréBe an, allerdings wesentlich
geringer als linear, wie die Differenzen 4 in Tabelle 1 zeigen. Die gleiche Tendenz zeigt sich fiir den
quadratischen Mittelwert aller Quotienten Ostreng/0genanert. In der Blockmitte hingegen ergibt sich
ein praktisch konstanter maximaler Quotient von etwa 1,09. Der maximale Quotient iiberhaupt
tritt in Blocken ab 3 Streifen am Blockrand auf und ist dann mit dem entsprechenden Wert in der
ersten Spalte in Tabelle 1 identisch.

Die starke Abnahme der Differenzen 4 mit zunehmender Blockgrofe 1483t erwarten, daf3 die Quo-
tienten ostreng/0genanert auch fiir Blocke mit mehreren 100 oder noch mehr Modellen kaum den
Betrag 1,2 iibersteigen. In der Blockmitte wird der maximale Quotient voraussichtlich den konstan-
ten Wert 1,09 behalten.

Die Ergebnisse der Uberpriifung der theoretischen Anblock-Genauigkeit mit Hilfe des zugrunde-
gelegten allgemeineren stochastischen Modells konnen nun fiir die untersuchten quadratischen
Blocke zusammengefallt werden: Die vereinfachte Anblock-Fehlertheorie weist die Streuungen oy
am Blockrand, die Streuungen beider Koordinaten in der Blockmitte und den quadratischen Mittel-
wert aller Streuungen systematisch zu klein aus. Die Verfilschungen betragen bis zu 12 %, der Streu-
ungen, steigen aber mit zunehmender Modellanzahl nur noch sehr gering, so daf3 auch in ganz grof3en
Blécken kaum Verfilschungen der Streuungen um mehr als 20 9%, zu erwarten sind.

Gemessen an den starken Vereinfachungen der Anblock-Fehlertheorie gegeniiber dem zugrunde-
gelegten allgemeineren stochastischen Modell fiir die Genauigkeitsiiberpriifung erscheinen dem
Verfasser die oben aufgefithrten maximalen Verfilschungen der Streuungen um 12 % und in grofen
Blscken eventuell um 20 9% als bemerkenswert gering. Dabei ist noch zu beachten, dal} die maximale
Streuung in Blockmitte unabhingig von der BlockgréBle nur um 99 zu klein ausgewiesen wird.
Im Giiltigkeitsbereich der hier getroffenen Annahmen wird damit die von ACKERMANN ausgespro-
chene Erwartung bestitigt, dafl die theoretische Anblock-Genauigkeit trotz grober Vernachlissi-
gungen auf stochastischer Seite hinreichend realistisch ist.

Zusammenfassung

Die bisher unter sehr einfachen stochastischen Annahmen erhaltene theoretische Anblock-
Genauigkeit fiir Streifen und Blocke wird mit Hilfe einer allgemeineren Kovarianzmatrix der Modell-
koordinaten iiberpriift. Es zeigt sich, dal} die vereinfachten Annahmen die Ergebnisse nur schwach
verzerren. Fiir quadratische Blécke mit dichtem PaBpunktrand sind die Streuungen der Koordinaten
der Verkniipfungspunkte um maximal 12 9, in der Blockmitte um maximal 9 9%, im Durchschnitt
aber nur um maximal 59 zu klein.

Summary

Previous investigations into the theoretical accuracy of strips and blocks, adjusted by the Anblock
method, were based on simplified error assumptions (weight 1, no correlation). By applying a more
general covariance-matrix for the model-coordinates the results of the simplified error assumptions
are examined and proven to have little bias. For square shaped blocks with dense perimeter control
the standard errors at adjusted tie points are too small by 12 % maximum, by 9% maximum at
centre points of blocks, and by only 5 %, average.

Résumé
La précision théorique de bandes et de blocs ajustés a été étudiée jusqu’alors par des données
stochastiques trés simplifiées dont les résultats sont vérifiés a ’aide d’un matrix de covariance plus
général. Il est demontré que les résultats simplifiés sont trés valables. Pour des blocs carrés, avec
des points de controle aux périmétres, les erreurs moyennes ne différent que par 12 9%, au maximum,
par 9 9% au maximum au centre d’un bloc et par 59, 4 la moyenne.
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