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Interpolation nach kleinsten Quadraten in der Photogrammetrie
Von KarL Kraus, Stuttgart

Summary: As compared with the other methods, the most accurate results are obtained by the least
squares interpolation. In this paper the least squares interpolation is applied to the problems of analytical

photogrammetry.
1. Einleitung

Bei analytisch-photogrammetrischen Auswertungen tritt mehrmals das Problem der
Interpolation auf. So versuchen wir, aus den gemessenen Filmdeformationen an einigen
Reseaupunkten auf das Verhalten im gesamten Bild zu schlieBen [13]. Andere Beispiele
sind die Behandlung der Klaffungen nach einer ebenen Blockausgleichung: GroBere
Klaffungen an den PaBpunkten — héufig Indiz der Spannungen im trigonometrischen
Netz — sind im Interesse der Homogenitét auf die umliegenden Neupunkte zu verteilen
[9]; mit Hilfe der Klaffungen an den Verkniipfungspunkten — ein Aufschluf} iiber die
Modellverbiegungen vor allem dann, wenn alle Verkniipfungspunkte in die Blockaus-
gleichung einbezogen werden [1] — sollte man die Innenpunkte verbessern [11]. Die Be-
seitigung der Klaffungen nach einer rdumlichen Aerotriangulation [2] sowie die Einzel-
modelleinpassung auf tiberschiissige Lage- und/oder HohenpaBpunkte [3, 4, 6, 10] sind
ebenfalls solche Interpolationsaufgaben.

Alle diese Aufgaben fiihren auf das allgemeine Problem, aus Beobachtungen an einzelnen
Punkten den Verlauf systematischer Fehlereinfliisse zu bestimmen. Die gesuchten Fehler-
einflissse sind nur auf engem Raum systematisch und werden mit wachsender Entfernung
immer unregelméBiger. Die bekannten Beobachtungswerte setzen sich aus systematischen
und unregelméfBigen Fehlern zusammen. Das bedeutet fiir die Interpolation, daB nicht die
urspriinglichen Beobachtungen anzuhalten sind, sondern die um die unregelméaBigen Fehler
verbesserten Werte.

2. Kovarianzfunktion

Das fehlertheoretische Verhalten der Beobachtungen und systematischen Fehlerein-
fliisse kann man mit der Varianz und einer Kovarianz- bzw. Streuungsfunktion [7] — fiir
jede Koordinatenrichtung getrenntl) — beschreiben. Die Kovarianz C(s) der systema-
tischen Fehler wird mit wachsender Entfernung der korrespondierenden Punkte immer
mehr gegen Null gehen. Die Varianz C(0) der Beobachtungen /; wird — infolge der zusétz-

lichen unregelmiBigen Fehler — auf der Ordinatenachse iiber der Kovarianzfunktion
I Cls) 10 .I OrR
05 -
< 0- . : s[m;]
500 1000

Abb. 1. Varianz C(0) und Kovarianzfunktion Abb. 2. Gewichtskoeffizienten in Abhéngigkeit
der Entfernung s

1) Dabei setzen wir zunichst voraus, da zwischen den Beobachtungen I;, I, und I, in den drei
Koordinatenrichtungen keine Korrelation besteht. Damit zerfillt eine rdumliche Interpolationsaufgabe
in drei Einzelaufgaben.
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liegen (Abb. 1). Die Varianz und Kovarianzfunktion lassen sich aus einem umfangreichen
Beobachtungsmaterial bestimmen:
Varianz aller Beobachtungen: C(0) = M [I; ;], M = Symbol fir Mittelung.
Kovarianz der Punktepaare P; Py mit einem ungefahren Abstand s1: C(s1) = M [I; Ii].
Kovarianz der Punktepaare P; Py mit einem ungefiahren Abstand sg: C'(s2) = M [I;1;] usw.
Die einzelnen Kovarianzen verbindet man mit einer ausgleichenden Kurve, die dann als
Kovarianzfunktion fiir die folgenden Interpolationsaufgaben zur Verfiigung steht.
Grundsétzlich besteht auch die Moglichkeit, von bekannten Verteilungen anderer
Fehlereigenschaften auf die Kovarianzfunktion zu schliefen. In [5] wurde aus der gegebenen
Zunahme des mittleren Streckenfehlers mit der Entfernung eine Kovarianzfunktion abge-
leitet, die die Fehlereigenschaften der Lagekoordinaten innerhalb eines Stereomodelles
aufzeigt (Abb. 2)2). Anstelle der Kovarianzen C sind auf der Abszissenachse die Gewichts-
koeffizienten @ aufgetragen, die sich auf den mittleren Koordinatenfehler mg beziehen:

C=miQ. (1)
3. Interpolation nach kleinsten Quadraten ]7]

Bei den einleitend aufgezéhlten Problemstellungen koénnen wir mit der Kovarianz-
funktion und der Varianz aller Beobachtungen das stochastische Modell verhaltnismaBig
gut beschreiben. Wir haben dagegen, wie die unterschiedlichen Ansétze der zitierten Autoren
zeigen, keine Anhaltspunkte vom geometrischen Modell. Gerade von solchen Voraussetzun-
gen geht aber die Interpolation nach kleinsten Quadraten aus [12]. Sie liefert auBlerdem —
wie auch die Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate — die kleinsten
mittleren Fehler der Unbekannten. Den systematischen Fehleranteil « in einem beliebigen
Punkt P bekommt man aus den Kovarianzen, der Varianz und den Beobachtungen /; in
den n Stiitzpunkten P; nach der Beziehung:

C(0) C(P1Py)...0(P1Pa)) [l
C(P1Ps) C(0) ...C(P3Pu)| b

w = (C(PPy),C(PPy),...,C(PPy)) - —cC-11(2)
C(P1Py) C(P2Py)... C(0) In
oder mit den Gewichtskoeffizienten (1), bezogen auf C(0) = mg:
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Zur Verdeutlichung einige einfache Beispiele: Wir gehen von vier Stiitzstellen und den
Gewichtskoeffizienten der Abb. 2 aus und suchen fiir den Mittelpunkt des Stereomodelles
die plausibelste Verbesserung « (Abb. 3):

1,00 0,04 0,02 0,20\ -1 /5
»= (0,19 0,19 0,19 0,19)- g:g; (1):(2)8 ?:(2)8 8:82 . g = +0,75.
0,20 0,02 0,04 1,00 0

2) Der fehlende Wendepunkt in dieser Kovarianzfunktion rithrt von der unvollstdndigen Darstellung
des zugrundeliegenden Streckenfehlers her, worauf wir im Zusammenhang einer anderen Veréffentlichung
eingehen werden.

8) Treten auch Korrelationen zwischen den Koordinatenrichtungen auf (z.B. Affinitéten), so sind die
Kovarianzen Cygy(0) = M [lz: ly,], Czy(s) = M [lx; ly,] usw. nicht Null und wir erhalten die allgemeinere

Beziehung:
Uy qzz qzy 9zz Qzz Quzy Qu\/L;
uy|=\|qey quy quz| |Qzv Quv Qu:z) (L]
uz qdzz qyz YGzz Q. Qyz ) Q: L
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Abb. 3 veranschaulicht die gesamte Verteilung und Abb. 4 das Interpolationsergebnis der
Verfahren [3, 4, 6, 10]. Die Interpolation nach kleinsten Quadraten iibertriagt die zufélligen
Fehler der Stitzstellen nicht auf die benachbarten Bereiche.

Der Kompromif}, den diese neue Methode bei eng zusammenliegenden Stiitzpunkten
findet, ist besonders aufschlufireich. Wir gehen von zwei unendlich benachbarten Stiitz-
punkten aus und fragen, welche Verbesserung ein unendlich benachbarter Neupunkt erhélt,
d.h. mit welchem Betrag wird hier der systematische Anteil festgesetzt (Abb. 5) ?
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Abb. 3. Interpolation nach Abb. 4. Interpolation nach den Abb. 5. Interpolation nach klein-
kleinsten Quadraten Verfahren (3], [4], (6], [10] sten Quadraten bei Punktnestern

Bei solchen Punktnestern berechnet man nach den bisherigen Methoden Schwerpunkte
und betrachtet diese als genau anzuhaltende Stiitzstellen (z.B. [11]). Die Trennung der
unregelméfBigen von den systematischen Fehlern erfolgt bei der Interpolation nach kleinsten
Quadraten mit einem verfeinerten stochastischen Modell.

4. Anwendungsmoglichkeiten

Die rechnerische Behandlung der Interpolation nach kleinsten Quadraten kann man mit
mittelgrofen ED V-Anlagen bewiltigen. Die Kovarianzfunktion ist in der Form eines ge-
schlossenen Ausdrucks — eventuell der GauBlschen Glockenkurve [8] — zu speichern. Aus
den Punktkoordinaten, meistens das Ergebnis vorausgehender programmierter Rechnun-
gen, kann man die Strecken fiir die Entnahme der Kovarianzen berechnen. Uber die
Anordnung und Anzahl der Punkte sind, wenn man vom begrenzten Speichervorrat der
EDV-Anlagen absieht, keine Voraussetzungen zu machen. Es entféllt also die automations-
feindliche Aufgabe, die Punkte in Dreiecks- oder Vierecksmaschen einzuteilen bzw. Be-
obachtungen einzelner Punktgruppen zu mitteln. Die Interpolation nach kleinsten Quadra-
ten kann in den analytisch-photogrammetrischen Auswerteproze3 an verschiedenen Stellen
als Unterprogramm eingefiigt werden.
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