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Genauigkeitserwartung photographischer Sternpositionen
bei geschlossener Blockausgleichung

H. EBNER, Stuttgart

Institut fiir Photogrammetrie
Mit 2 Abbildungen. (Eingegangen 1969 August 28)

Es wird auf theoretischem Weg die Genauigkeit untersucht, die fiir photographisch bestimmte Sternpositio-
nen zu erwarten ist, wenn die ganze Sphére mit einem Netz von Feldern je 4 Platten iiberdeckt wird und diese
in einem geschlossenen Block simultan ausgeglichen werden. Anhand durchgerechneter schematischer
Kugelblocke mit nur wenigen Anhaltsternen wird der EinfluB der Zahl der Felder auf die Genauigkeit ab-
geschétzt. Bei Aufnahmenmit 2 m Brennweite ist fiir einen Block mit 2500 Feldern eine mittlere Positions-
genauigkeit von 0”1 zu erwarten.

The theoretical accuracy of photographically determined star positions is studied, based on the assumption
that the whole sphere is covered by a net of fields, 4 plates each, and that all the plates are adjusted simul-
taneously in a closed block. The influence of the number of fields on the accuracy is estimated by computing
schematized spheric blocks containing only a few reference stars. If the plates are taken with a focal length
of 2 meters, the block will consist of 2500 fields, and a mean accuracy of star position of 0”1 can be expected.

1. Einleitung

Auf die Moglichkeit, fiir die Reduktion photographischer Sternpositionen die gesamte Sphéire
mit einander iiberlappenden photographischen Platten zu iiberdecken und das auftretende System
von Beobachtungsgleichungen nach der Methode der kleinsten Quadrate simultan auszugleichen, hat
erstmals EICHHORN [I] hingewiesen. Durch die Anwendung eines solchen kugelférmigen Verbandes
von Platten liefen sich iiber den gesamten Himmel homogene Sternpositionen erhalten. Falls fiir diese
geschlossenen Verbdnde bei Verwendung entsprechend vieler Einzelplatten und relativ weniger Anhalt-
sterne giinstige Genauigkeitseigenschaften, das heifit eine geringe Fehlerfortpflanzung nachgewiesen
werden kann, miiite es durch Anwendung entsprechend langer Brennweiten mit dieser Methode mog-
lich sein, ein neues, sehr dichtes System von Sternpositionen zu schaffen, dessen Genauigkeit bei o1
oder darunter liegt. Auf diese Weise wire es mdoglich, die vorhandenen Kataloge zu iiberpriifen bzw. zu
verbessern.

Die theoretische Genauigkeit solcher kugelférmiger Verbdnde wurde im Rahmen der Disser-
tation des Autors untersucht (EBNER [2]). Die Sphire wird in einzelne Areale oder Felder zerlegt.
Zu jedem Feld gehoren 4 Platten, von denen jede einzelne das Feld vollstdndig tiberdeckt. Auf diese
Weise kann das Feld von verschiedenen systematischen Fehlern der Einzelplatten befreit und die
Streuung einer einzelnen Sternposition auf die Héilfte verkleinert werden. In erster Linie sollte fest-
gestellt werden, in welchem MaBe die Fehlerfortpflanzung vom Offnungswinkel der Aufnahmen und
damit von der Anzahl der Felder abhidngt. Im vorliegenden Aufsatz werden die Voraussetzungen und
die wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit dargelegt. Fiir einen zusammenhdngenden Verband von
Feldern wird im folgenden die in der Photogrammetrie iibliche Bezeichnung ,,Block‘* verwendet.

2. Das mathematische Modell

Fiir jede MeBkoordinate der Anhaltsterne und der Feldsterne wird eine Beobachtungsgleichung
aufgestellt. Die sphdrischen Koordinaten der Anhaltsterne werden als fehlerfrei angenommen. Eine
anderweitige, sehr sichere Bestimmung ihrer Positionen ist somit vorausgesetzt. Die MeBkoordinaten
werden als unkorreliert und gleich genau unterstellt. Wenn der Stern ¢ auf der Platte 2 abgebildet ist,
so treten in den Beobachtungsgleichungen die MeBkoordinaten x;, und y;, als Funktionen der unbekann-
ten Plattenkonstanten a,, b, . .. und der sphirischen Koordinaten «; und d; auf.

xik Ifi(ﬂk, bk ey Ky (51/) (I)
Yir = Jalag, b« - -, %, 6;) -

Ist der Stern ¢ ein Feldstern, so stellen «; und §; zu bestimmende Parameter dar. Handelt es sich beim
Stern 7 hingegen um einen Anhaltstern, so sind «; und §; gegeben. Das gesamte System der Beobach-
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tungsgleichungen enthilt somit als Unbekannte die Plattenkonstanten aller Aufnahmen und die sphéri-

schen Koordinaten aller Feldsterne. Fiir die ausgleichungstechnische Behandlung sind die allgemeinen

Beziehungen (1) einer Linearisierung zu unterziehen. Dazu ist die Kenntnis von Ndherungswerten fiir

die sphirischen Koordinaten & und ¢ der Feldsterne erforderlich. Diese kénnen zum Beispiel aus einer

Vorausgleichung unter Verwendung vorhandener Kataloge gewonnen werden. In den linearisierten

Beobachtungsgleichungen treten dann anstelle von & und ¢ die Korrekturen Ax und 46 auf.

Hinsichtlich der Wahl der Plattenkonstanten wurden verschiedene Ansdtze untersucht. Die
beiden wichtigsten seien vorgestellt:

Ansatz 1: Fiir jede Platte werden drei Winkelparameter ¢, w und » bestimmt, die eine Orientierungder
Aufnahme-Strahlenbiindel auf der Himmelskugel ermdglichen. Die Drehungen ¢ und w
wirken in Richtung der Achsen x und y, % bedeutet eine Drehung um das Plattenzentrum.

Ansatz 2: Zu den Plattenkonstanten des Ansatzes 1 wird eine mehreren Aufnahmen gemeinsame
MaBstabskorrektur m der MeBkoordinaten eingefithrt. Dabei ist angenommen, dalBl jeweils
Gruppen von Platten unter sehr dhnlichen Aufnahmebedingungen hergestellt werden und
somit etwa den gleichen MaBstab aufweisen.

Mit diesen vier Plattenkonstanten ergibt sich der Zusammenhang zwischen den MeBkoordinaten

%, y und den Standardkoordinaten £,  in linearisierter Form zu:

df=E+(@+8)-9+én-0—nx+&-m }
W=n+én-g+@+n)o+éxtn-m

In (2) bedeutet f die Brennweite. Die Drehungen ¢ und o sind aus der Photogrammetrie entlehnt.

Fiir schmale Offnungswinkel konnen die Glieder &2, #% und & % gegeniiber 1 vernachlissigt werden, und

@ und w erhalten dann die Bedeutung reiner Verschiebungen, wie sie in der Astrometrie verwendet

werden. Die vier Plattenkonstanten erméglichen in diesem Falle eine Ahnlichkeitstransformation

zwischen den MeBkoordinaten und den Standardkoordinaten. Neben den Ansdtzen I und 2 wurden
noch einige weitere untersucht, darunter ein Affinansatz mit 6 Konstanten und ein projektiver Ansatz
mit 8 Parametern pro Platte.

(2)

3. Durchfiithrung der Untersuchung

Um die Abhdngigkeit der Fehlerfortpflanzung von der Anzahl der Felder zu erhalten, die die ge-
samte Sphire tiberdecken, werden vier verschieden groBe schematische Blocke untersucht. Sie sind
in Tabelle 1 zusammengestellt.

Die Form der Blécke mit 12, 32 und 92 Feldern zeigt Abbildung 1.

Tabelle 1. Daten der untersuchten geschlossenen

Blécke
Anzahl Offnungs- Anzahl der Anzahl der
der Felder winkel Anhaltsterne | Feldsterne
6 (Wirfel) 110° 4 4
12 (Dodekaeder) 75° 4 16
32 48° 6 54
92 28° 10 170

-——12 Felder
—— 32 Felder

——=92 Felder

Abb, 1. Schematischer Aufbau der kugelférmigen Blécke mit 12, 32 und 92 Feldern
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Die zugrundegelegte Anordnung, bei der jeweils drei Felder eine Ecke bilden (sieche Abb. 1),
bietet den Vorteil, bei gegebenem Offnungswinkel den Himmel mit einem Minimum von Feldern zu
iiberdecken. Von diesem Gesichtspunkt aus ist sie wirtschaftlicher als die im allgemeinen verwendete
Anordnung in Form eines rechtwinkligen Gitters. In Bezug auf die Genauigkeit sind die beiden An-
ordnungen als gleichwertig zu erwarten. Feldsterne und Anhaltsterne werden nur in den Ecken der
Felder angenommen. Die Anzahl der zugrundegelegten Anhaltsterne ist aus Tabelle 1 ersichtlich.
Sie sind anndhernd gleichmédfBig tiber die Sphire verteilt.

Auf andere Uberdeckungsarten der einzelnen Felder bzw. Platten und die Verwendung einer
groBeren Anzahl von Feld- und Anhaltsternen wurde in der vorliegenden Studie verzichtet. Auf diese
Fille kann eventuell in einer nachfolgenden Arbeit eingegangen werden.

Fir die Untersuchung der Fehlerfortpflanzung wird die Gewichtskoeffizientenmatrix Q der
Unbekannten berechnet, die bekanntlich gleich der Inversen der Normalgleichungsmatrix N ist.

Q=N" (3)

Die Hauptdiagonale von Q enthilt die quadratischen Gewichtskoeffizienten ¢** und ¢?? der Platten-
konstanten % und der Sternpositionen p der Feldsterne. Die Streuungen der Sternpositionen ergeben
sich aus ¢?? nach

0 =0—;1/q75. (4)

In (4) bedeutet o, den mittleren Gewichtseinheitsfehler im Liangenmall (bezogen auf das Feld) und f
die Brennweite. Die Fehlerfortpflanzung wird durch die Zahlenwerte ¢#?? bzw.dieauf 6, = 1und f =1
bezogenen Streuungen ¢, beschrieben.

Die elektronischen Rechnungen wurden an der Telefunken-Anlage TR 4 des Rechenzentrums
und an der Univac-Anlage 1107 des Instituts fiir Statik und Dynamik der Universitdt Stuttgart durch-
gefithrt. Die Inversion der groB3ten behandelten Normalgleichungsmatrix, die 646 Unbekannte enthielt,
erforderte eine Rechenzeit von etwa 22 Minuten auf der Univac 1107.

4. Ergebnisse und Diskussion

Die Untersuchung der vier verschieden groBen kugelférmigen Blocke (siehe Tabelle 1) ermdglicht
einen Einblick in die Abhédngigkeit der Fehlerfortpflanzung von der BlockgréBe. Die entsprechenden
Ergebnisse sind in Abbildung 2 dargestellt. Als Mall der BlockgroBe wird die Anzahl der Felder gewédhlt
und auf der Abszisse in logarithmischem MaBstab aufgetragen. Fiir jeden behandelten Block ist auf
der Ordinate der quadratische Mittelwert omitter und der Maximalwert op,x der auf 6y =1 und f =1
bezogenen theoretischen Streuungen o, cos 6 und o5 der Feldsterne dargestellt. Fiir die Plattenkon-
stanten wurden die Ansdtze I und 2 (siehe oben) verwendet.

| &f Ansatz 2

04 === 6max - Extrapolation
03t — mittet
02.

1)

; ; o - Anzahl der Felder
6 12 32 92 600

Abb. 2. Die theoretischen Streuungen der Sternpositionen (bezogen auf o, = 1 und f = 1) in Abhéngigkeit von der Zahl
der Felder

Der groBte Block mit g2 Feldern, 1o Anhaltsternen und 170 Feldsternen ergibt fiir die beiden
Ansitze 1 und 2 mittlere Streuungen von 0.82 gy/fund 0.84 g,/f. Die entsprechenden maximalen Streuun-
gen betragen 0.87 ¢,/f und 0.91 ¢,/f. Diese Ergebnisse sind als auBerordentlich giinstig anzusprechen.
Sie dokumentieren eine Winkelgenauigkeit, die hoher ist als die innere Genauigkeit ¢,/f, die sich bei
Reduktion einer Sternposition aus einem einzelnen Feld ergibt. Die maximale Streuung ist nur um
hochstens 89, groBer als die mittlere Streuung. Die Genauigkeit ist also auch sehr homogen.

5*
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Der stetige Verlauf der Kurven in Abbildung 2 1t offensichtlich eine Extrapolation fiir groBere
Blécke zu. Bei 600 Platten ergeben sich fiir die Ansdtze 1 und 2 mittlere Streuungen von 0.90 ¢,/f und
0.95 0y/f. Esist zu erwarten, dal auch fiir Blocke, die {iber diese GréBe noch hinausgehen, die mittlere
Streuung den Betrag I.0 ¢,/f kaum iiberschreitet.

DaB die gunstlge Fehlerfortpflanzung der untersuchten Blocke hauptsdchlich durch ihre Kugel-
form und weniger durch die Anhaltsterne erreicht wird, haben einige Varianten gezeigt, bei denen auf
Anhaltsterne vollkommen verzichtet wurde. Um diese Blocke auf der Himmelskugel geometrisch zu
fixieren, wurden drei geeignete Summenbedingungen zwischen den Unbekannten eingefiihrt. Die
Ergebnisse unterscheiden sich nur sehr geringfiigig von den entsprechenden Werten, die mit Anhalt-
sternen erreicht wurden. Abbildung 2 zeigt weiterhin, daB sich die mit den Ansdtzen I und 2 erzielten
Ergebnisse nur geringfiigig unterscheiden. Eine Untersuchung weiterer Ansdtze mit 6 und 8 Platten-
konstanten hat demgegeniiber eine erheblich ungiinstigere Fehlerfortpflanzung ergeben.

Beim Block mit 92 Feldern erreichen die auf ¢, = 1 und f = 1 bezogenen Streuungen zum Teil
doppelt so groBe Betrdge wie bei Verwendung des Ansatzes I (ndheres siche EBNER [2]). Eine einiger-
malBen sichere Extrapolation der Ergebnisse fiir groBere Blocke ist in diesem Falle nicht moglich.

Kompliziertere Ansidtze lassen zwar grundsitzlich kleinere mittlere Gewichtseinheitsfehler er-
warten als einfache Ansitze, da sie eine weitergehende Kompensation systematischer Fehler der Mef3-
koordinaten ermoéglichen. Fiir groBe Blocke mit nur wenigen Anhaltsternen ist aber zu erwarten, dafl
durch Verwendung von mehr als 4 Plattenkonstanten die Fehlerfortpflanzung in héherem MaBe un-
glinstiger wird als der mittlere Gewichtseinheitsfehler zurtickgeht. Daraus folgt, dall in diesem Falle
der einfachere Ansatz eine hoéhere Positionsgenauigkeit verspricht als ein Ansatz mit 6 oder mehr
Konstanten.

Im Falle einer praktlschen Anwendung wire eine Verfeinerung des mathematischen Modells
mit 4 Plattenkonstanten in der Form moglich, daB zusitzliche Parameter, wie zum Beispiel geeignet
angesetzte Affinkorrekturen, in Form von stochastischen Gréfen mit dem Erwartungswert Null und
bestimmter Streuung eingefiihrt werden. Auf diese Weise kénnte eine Kompensation systematischer
Fehler der MeBkoordinaten ohne wesentliche Verschlechterung der oben erhaltenen Fehlerfortpflanzung
erreicht werden.

Da mit der vorliegenden Arbeit fehlertheoretisch nachgewiesen werden soll, dal3 es méglich er-
scheint, mit einem Minimum von Anhaltsternen ein dichtes und homogenes System sehr genauer Stern-
positionen zu erhalten, wird auf die Moglichkeit, die ungiinstige Fehlerfortpflanzung komplizierter
Ansitze fiir die Plattenkonstanten durch eine wesentliche Vermehrung der Anhaltssterne zu kompen-
sieren, nicht ndher eingegangen.

5. Abschitzungen zu einer praktischen Anwendung

Die Untersuchung der Fehlerfortpflanzung hat fiir die Ansdtze 1 und 2 ergeben, daBl die auf
0, = 1 und f = I bezogenen Streuungen der Sternpositionen praktisch unabhdngig von der BlockgréBe
sind. Fir die mittlere Streuung gilt in erster Ndaherung

Omittel = 1.0+ Gff . (5)

Der mittlere Gewichtseinheitsfehler o, als Genauigkeit der ebenen Koordinaten im einzelnen Feld
kann fiir die infragekommenden schmalwinkligen Aufnahmen ndherungsweise als brennweiten-unabhdn-
gig angenommen werden. Damit ergibt sich aus der Beziehung (5), daB die erreichbare mittlere Posi-
tionsgenauigkeit durch VergréBerung der Brennweite in gewiinschtem MaBe gesteigert werden kann.
Bei gleichem Bildformat steigt dabei die erforderliche Zahl der Felder fiir die Uberdeckung der vollen
Sphére mit dem Quadrat der Brennweite.

Es soll nun abgeschitzt werden, wieviele Felder notwendig sind und welcher numerische Aufwand
bei der Ausgleichung des Kugelblocks zu erwarten ist, wenn die folgenden Sternpositionsgenauigkeiten
gefordert werden:

mittel = 072

Omittel = 01

Omittel = 0103
Der Abschitzung werden Platten des Formats 24 cm X 24 cm und eine mindestens 20%-ige Uber-
deckung benachbarter Felder zugrundegelegt. Fiir die Streuung einer einzelnen MeBkoordinate wird
ein Betrag von 2 um angenommen. Das ergibt im Feld einen mittleren Gewichtseinheitsfehler von
0y = I pm.

In Tabelle 2 sind die Daten der Blocke zusammengestellt, die sich zu den oben ausgewiesenen
Positionsgenauigkeiten ergeben.

Tabelle 2 zeigt, daBl zur Erreichung einer mittleren Positionsgenauigkeit von zum Beispiel 0'1 ein
kugelférmiger Block mit etwa 2500 Feldern erforderlich ist. Die praktische Durchfithrung eines solchen
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Tabelle 2. Abschédtzung der erforderlichen Blockdaten

) Brenn- Zahl der Anzahl der Anzahl der Anzahl aller unbek. ‘ unbek. Platten-
Ciittel weite Felder Platten | MeBkoordinaten | Unbekannten | Sternposition konstanten
"2 Im 625 2500 30000 10000 2500 7500
o1 2m 2500 10000 120000 40000 10000 30000
0”05 4 m 10000 40000 480000 160000 40000 120000

Projekts ist naturgemdll aufwendig. Wenn die entsprechende Organisation zur Verfiigung steht, so
diirfte es aber moglich sein, innerhalb einiger Jahre die erforderlichen Platten aufzunehmen und zu
messen.

Aus Tabelle 2 ist weiterhin ersichtlich, daB ein Block mit zum Beispiel 2500 Feldern etwa 120000
Beobachtungsgleichungen und 40000 Unbekannte ergibt. Die Normalgleichungen kénnen aber stets
auf das System der unbekannten Sternpositionen reduziert werden. Im vorliegenden Fall bedeutet dies,
daB letztlich ein Gleichungssystem mit Toooo Unbekannten zu lésen ist, was heute bei Verwendung
von GroBrechenanlagen wie zum Beispiel der CDC 6600 oder einer groBen Type der Reihe IBM 360
durchaus moglich ist. Nattirlich darf dabei aber auch die Erstellung des Rechenprogramms nicht
unterschitzt werden.

Die Blockausgleichung ist ein nichtlinearer Prozel3 und muf3 daher im Prinzip iteriert werden, bis
die gewlinschte Genauigkeit erreicht ist. Wenn aber fiir die gesuchten Sternpositionen gute Naherungs-
werte aus vorhandenen Katalogen zur Verfiigung stehen, wird schon eine einmalige Ausgleichung
die endgiiltige Losung ergeben.

Selbstverstidndlich reicht die vorliegende Studie allein als Grundlage zu einer praktischen An-
wendung nicht aus. Eine Reihe weiterer Untersuchungen wire dazu erforderlich. Insbesondere miiiten
auch andere Arten der Uberlappung der einzelnen Felder bzw. Platten gepriift werden. Die erhaltenen
Ergebnisse lassen jedoch schon jetzt erwarten, daB durch Anwendung eines geschlossenen Blocks von
Feldern, der simultan ausgeglichen wird, ein homogenes und dichtes System von Sternpositionen mit
einer Genauigkeit von 01 oder darunter geschaffen werden kann. Da die auBlerordentlich giinstige
Fehlerfortpflanzung des Blocks in der Hauptsache durch die geschlossene Kugelform erreicht wird,
diirfte eine Beschrinkung auf roo oder weniger Anhaltsterne moglich sein. Wenn die Positionen der
Anhaltsterne neu bestimmt werden, so kann mit dieser Methode eine unabhingige Uberpriifung bzw.
eine Verbesserung vorhandener Kataloge erfolgen.
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